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Wstep 


Jednym z kierunków badań w geometrii przestrzeni Banacha jest studiowanie warunków, 
które zapewniają, że dana geometryczna własność zostanie zachowana przy pewnych kon- 
strukcjach, np. sum prostych lub przestrzeni interpolacyjnych. Niniejsza praca zawiera wyniki 
mieszczące się w tym nurcie badań. 

Wśród geometrycznych własności przestrzeni Banacha wyróżniamy klasyczne: wypukłość, 
gładkość i ich jednostajne odpowiedniki oraz mniej znane: niekwadratowość, własności Opiala 
i własność Garcii-Falseta. Własności te mają liczne zastosowania w analizie funkcjonalnej, 
w szczególności w metrycznej teorii punktów stałych. W rozdziale 1 pracy przypominamy 
definicje i podstawowe wyniki dotyczące powyższych własności. 

W podrozdziale 1.1 omawiamy zagadnienia dotyczące wypukłości i gładkości w przestrze- 
niach Banacha. Tę część pracy rozpoczynamy przypomnieniem definicji ścisłej wypukłości, 
modułu wypukłości ôy i jednostajnej wypukłości przestrzeni Banacha X, które uzupełniamy 
przykładami i najważniejszymi własnościami. Następnie przypominamy definicje gładkości, 
modułu gładkości px i jednostajnej gładkości przestrzeni Banacha X wraz z własnościami 
i przykładami. Prezentujemy znane twierdzenia podające zastosowanie powyższych własności 
w zagadnieniach związanych ze strukturą normalną i własnością punktów stałych. Ostatnia 
część tego podrozdziału zawiera klasyczne wyniki dotyczące związków między jednostajną 
wypukłością a jednostajną gładkością w przestrzeni Banacha X, w przestrzeni sprzężonej X* 
oraz w przestrzeni drugiej sprzężonej X**. 

Podrozdział 1.2 zawiera omówienie jednostajnej niekwadratowości w przestrzeni Banacha. 
Przypominamy definicję stałej Jamesa J(X) przestrzeni X, która pozwala scharakteryzować 
jednostajną niekwadratowość i prezentujemy podstawowe własności tej stałej. 


Podrozdział 1.3 poświęcony jest własnościom Opiala. Podstawowy wariant tej własności 


został wprowadzony przez Opiala w [55], gdzie był użyty w twierdzeniu o słabej zbieżności 
ciągu iteracyjnego do punktu stałego odwzorowania nieoddalającego. Również jednostajna 
wersja własności Opiala ma zastosowania w metrycznej teorii punktów stałych (patrz [56]). 
Zastosowanie tej wersji do problemu słabej zbieżności ciągów otrzymanych przy użyciu algo- 
rytmu zachłannego w przestrzeniach Banacha zostało podane w [16]. 

W pracy tej omawiamy trzy wersje: słabą własność Opiala, własność Opiala i jednostajną 
własność Opiala, przy czym własności te odnosimy nie tylko do słabej topologii, ale w ogól- 
niejszym podejściu do pewnej topologii 7. Z jednostajną własnością Opiala dla przestrzeni 
Banacha X i topologii 7 związany jest moduł ry,. My definiujemy inny moduł sy, i au- 
torskie wyniki w podrozdziale 1.3 dotyczą własności modułu sx, i wzorów wiążących ten 
moduł z rxy,. W następnym podrozdziale 1.4 zostały zebrane podstawowe fakty dotyczące 
współczynnika Garcii-Falseta R(X) przestrzeni Banacha X. 

Rozdział 2 pracy poświęcony jest kratom Banacha. Pierwsza część podrozdziału 2.1 sta- 
nowi wstęp do teorii krat Banacha i zawiera omówienie wybranych zagadnień tej teorii. 
W drugiej części tego podrozdziału zostały zebrane podstawowe definicje i fakty dotyczące 
baz bezwarunkowych. Przestrzenie z takimi bazami ze stałą bezwarunkową 1 tworzą szcze- 
gólną klasę krat Banacha, które odgrywa istotną rolę w dalszej części pracy. 

Dla krat Banacha rozważa się nie tylko klasyczne, geometryczne własności przestrzeni 
Banacha, lecz również szczególne geometryczne własności, które odnoszą się do porządku. 
Należą do nich jednostajna monotoniczność i porządkowa jednostajna gładkość, którym po- 
święcony jest podrozdział 2.2. W pewnym sensie są to kratowe odpowiedniki jednostajnej 
wypukłości i gładkości w przestrzeniach Banacha. Dla danej kraty Banacha X rozważa się 
dwa moduły ôm,x oraz ox odpowiadające jednostajnej monotoniczności oraz funkcję pmx 
zwaną modułem porządkowej gładkości. Stałą ściśle związaną z tym ostatnim modułem jest 
kąt Riesza mający zastosowanie w metrycznej teorii punktów stałych dla krat Banacha. 

Przykład 2.2.2 zawiera prostą konstrukcję dwuwymiarowej kraty Banacha, której mo- 
dul monotoniczności ôm, x nie jest funkcją wypukłą. Jest to o tyle istotne, że w literaturze 
pojawiały się stwierdzenia, że moduł ten jest funkcją wypukłą. Co więcej, przykład 2.2.2 
pokazuje, że jeden ze wzorów z pracy [38], podający zależność między modułem monotonicz- 


ności ôm, x+ 1 modułem porządkowej gładkości pm,x jest fałszywy. Twierdzenie 2.2.2 zawiera 


z kolei wzory przedstawiające zależności między modułami monotoniczności dm,x Oraz Ox. 
Podobne wzory znajdują się w pracy [38], ale nie są one poprawne. Zamieszczamy także do- 
wód wzoru Óm.x** = Om,x Z pracy [38], gdyż przy jego wyprowadzeniu w [38] korzysta się ze 
wspomnianej wyżej zależności między 0m,x* 1 pm,x, która okazała się nieprawdziwa. 


Podrozdział 2.3 poświęcony jest jednostajnej niekwadratowości dla krat Banacha. W [20] 


znaleziono prosty warunek konieczny i dostateczny na to, aby krata R* była niekwadratowa. 


W przykładzie 2.3.1 pokazujemy, że warunek ten nie gwarantuje jednostajnej niekwadrato- 
wości dla krat o wymiarze większym niż 3. 

W rozdziale 3 badamy geometryczne własności ogólnych sum prostych Y = (X zer Xi) pg, 
gdzie 4 X; sej jest rodziną przestrzeni Banacha, a norma w sumie prostej pochodzi od kraty 
Banacha E, którą nazywamy przestrzenią bazową dla sumy prostej. Konstrukcja takiej sumy 
prostej i pewne własności przestrzeni bazowych zostały przedstawione w podrozdziale 3.1. 
Geometryczne własności sum prostych przestrzeni Banacha były badane np. w [19], [31], [60]. 

W podrozdział 3.2 przedstawione zostały autorskie wyniki dotyczące jednostajnej wy- 
pukłości sumy prostej przestrzeni Banacha. W twierdzeniu 3.2.1 i wniosku 3.2.1 podajemy 
oszacowanie modułu wypukłości dy sumy prostej Y = (X ier Xi), przestrzeni Banacha przy 
użyciu modułów wypukłości przestrzeni X; oraz przestrzeni Æ. Wynik ten umożliwia ponadto 
podanie oszacowania charakterystyki wypukłości eo(Y ) sumy prostej. Sumy proste znajdują 
zastosowanie w przykładzie 3.2.1, gdzie podana jest konstrukcja przestrzeni Y z zadanymi z 
góry wartościami eg(Y ) oraz óy(2). 

Podrozdział 3.3 zawiera autorskie wyniki dotyczące własności Opiala dla sum prostych 
przestrzeni Banacha. Twierdzenie 3.3.1 zawiera warunki dostateczne dla tego, aby suma pro- 
sta Y = (Xer Xi)g miała słabą własność Opiala i własność Opiala. W twierdzeniu 3.3.3 
podane zostało natomiast oszacowanie modułu sy związanego z własnością Opiala dla su- 
my prostej Y = (je, X;)p. W konsekwencji otrzymujemy warunki gwarantujące, że Y ma 
jednostajną własność Opiala. 

W podrozdziale 3.4 prezentujemy autorskie wyniki dotyczące współczynnika Garcfi-Falseta 
dla sumy prostej przestrzeni Banacha. W [26] wykazano, ze dla danej przestrzeni Banacha 
X, warunek R(X) < 2 implikuje, że przestrzeń X ma słabą własność punktu stałego dla 


odwzorowań nieoddalających. W twierdzeniu 3.4.1 podajemy warunki, które dla danej kraty 


Banacha FE gwarantują, że spełniona jest nierówność R(E) < 2. Twierdzenie 3.4.2 podaje 
oszacowanie współczynnika Garcii-Falseta R(Y ) sumy prostej Y = (©Ver Xi) p- 

Pozostała część pracy traktuje o przestrzeniach interpolacyjnych. Teoria takich przestrze- 
ni jest rozległą gałęzią analizy funkcjonalnej, która znalazła zastosowania w innych obszarach 
analizy, w szczególności w równaniach różniczkowych cząstkowych, teorii aproksymacji i ana- 
lizie numerycznej. Wyniki zawarte w rozdziale 4 dotyczą jednostajnej wypukłości i własności 
Opiala dla przestrzeni interpolacyjnych, których konstrukcja opiera się na ogólnej, dyskretnej 
metodzie interpolacji z użyciem abstrakcyjnej przestrzeni z bazą bezwarunkową. 

W [14] dyskretna metoda interpolacji posłużyła do znalezienia faktoryzacji operatorów 
słabo zwartych przez przestrzenie refleksywne. Korzystając z tej metody, Davis [13] udo- 
wodnił, że każda jednostajnie wypukła przestrzeń z bazą bezwarunkową jest izomorficzna 
z dopełnialną podprzestrzenią jednostajnie wypukłej przestrzeni z bazą symetryczną. 

Podobnie jak w przypadku sum prostych, w teorii przestrzeni interpolacyjnych natural- 
nym problemem jest zagadnienie, czy dana własność przestrzeni Banacha zachowuje się przy 
przejściu do przestrzeni interpolacyjnej. W literaturze opisano wiele różnych metod interpo- 
lacji. Stąd rozwiązanie tego problemu jest uzależnione od danej metody. 

W podrozdziale 4.1 prezentujemy ogólną, dyskretną metodę interpolacji, która dla danej 
pary interpolacyjnej X = (Xo, X1) przestrzeni Banacha i przestrzeni E z bazą bezwarunkową 
ze stałą bezwarunkową 1 prowadzi do konstrukcji przestrzeni interpolacyjnej K„g(X,E). 
Przestrzeń ta jest szczególnym rodzajem rozważanych wcześniej sum prostych. Specyficzną 
własnością normy w tej przestrzeni jest nierówność z twierdzenia 4.1.2, którą wykorzystujemy 
w dowodach kolejnych twierdzeń z tego rozdziału. 

Podstawowy wynik dotyczący jednostajnej wypukłości dla przestrzeni interpolacyjnych 
otrzymanych metodą Lionsa-Peetrego został wykazany przez Beauzamy ego w [2]. Dla ze- 
spolonej metody interpolacji twierdzenie o jednostajnej wypukłości zostało wykazane przez 
Cwikela i Reisnera w [12]. Podrozdział 4.2 zawiera autorskie twierdzenie 4.2.1 dotyczące 
jednostajnej wypukłości przestrzeni interpolacyjnej K,g(X,E). Pokazuje ono, że jeżeli przy- 
najmniej jedna z przestrzeni w parze interpolacyjnej X = (Xo, X1) jest jednostajnie wypukła, 
to przestrzeń interpolacyjna K,g(X,E) jest również jednostajnie wypukła. W dowodzie tego 


twierdzenia wykorzystana została idea z pracy [40]. 


W podrozdziale 4.3 przedstawione sa autorskie wyniki dotyczące własności Opiala i jedno- 
stajnej własności Opiala w przestrzeniach interpolacyjnych. Twierdzenie 4.3.1 podaje warunki 
dla pary interpolacyjnej X = (Xo, X1), które gwarantują, że suma 2,(X) = Xo + X, ma 
słabą własność Opiala lub własność Opiala. Z kolei twierdzenie 4.3.2 podaje warunki dosta- 
teczne dla tego, aby przestrzeń interpolacyjna K„g(X, FE) miała własność Opiala. Następne 
wyniki dotyczą jednostajnej własności Opiala. Twierdzenie 4.3.3 zawiera oszacowanie modu- 
łu sk,„ związanego z jednostajną własnością Opiala przy pomocy modułu monotoniczności 
Óm,p kraty E oraz modułów sx, i sx, przestrzeni Xo oraz X,. Oszacowanie to pozwala stwier- 
dzić, przy jakich warunkach przestrzeń interpolacyjna K,g(X, FE) ma jednostajną własność 
Opiala. 

Autorskie wyniki zawarte w tej rozprawie zostały zamieszczone w pracach [49], [50], [51], 


[52]. 


Rozdziat 1 


Geometryczne wlasnosci przestrzeni 


Banacha 


W tym rozdziale przypominamy wybrane geometryczne własności przestrzeni Banacha. 
Niech X będzie rzeczywistą przestrzenią Banacha. Będziemy zawsze milcząco zakładać, że 
dim X > 2. Przez B(X) i S(X) oznaczamy odpowiednio domkniętą kulę jednostkową i sferę 
jednostkową przestrzeni Banacha X. Przez X* rozumiemy przestrzeń wszystkich ciągłych 
funkcjonałów liniowych określonych na przestrzeni X, czyli przestrzeń sprzężoną (dualną) do 


X. Symbolem X** oznaczamy przestrzeń drugą sprzężoną do X, czyli X** = (X*)*. 


1.1 Jednostajna wypukłość i jednostajna gładkość 


Jednostajna wypukłość i jednostajna gładkość należą do najbardziej klasycznych geometrycz- 
nych własności przestrzeni Banacha. Pierwsza z tych własności jest jednostajną wersją ścisłej 


wypukłości. 


Definicja 1.1.1. Mówimy, że przestrzeń Banacha X jest ściśle wypukła, jeśli dla dowolnych 


x,y E S(X), x Æ y zachodzi nierówność 


Fels 


Z powyższego warunku wynika, że przestrzeń Banacha X jest ściśle wypukła, jeśli sfera 


jednostkowa S(X) nie zawiera żadnego odcinka o końcach z Æ y. Wiele charakteryzacji ścisłej 
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wypukłości można znaleźć m. in. w [28] i [37]. 
Silniejszą własnością jest jednostajna wypukłość, która została zdefiniowana przez J. A. 
Clarksona w [11]. Własność tę można opisać przy pomocy funkcji zwanej modułem wypu- 


kłości. 
Definicja 1.1.2. Niech X będzie przestrzenią Banacha. Modułem wypukłości przestrzeni X 
nazywamy funkcję ôx : [0,2] — [0, 1] zdefiniowaną jako 


cT+y 


45 = int f1- | | dE 00 a=] > e). (1.1) 


Przestrzeń X jest jednostajnie wypukła, jeśli óx(e) > 0 dla każdego e > 0. 


W definicji modułu wypukłości warunek x,y € B(X) można zastąpić przez x,y € S(X), 
zaś warunek ||x — y|| > e przez ||x — y|| = £ (patrz [44]). 

Przestrzeń Banacha X jest ściśle wypukła wtedy i tylko wtedy, gdy 6x(2) = 1. Każ- 
da przestrzeń jednostajnie wypukła jest ściśle wypukła i te dwa pojęcia są równoważne w 
przestrzeniach skończenie wymiarowych, co wynika ze zwartości kuli jednostkowej w tych 
przestrzeniach. W przypadku przestrzeni nieskończenie wymiarowych pojęcie jednostajnej 
wypukłości jest istotnie silniejsze od pojęcia ścisłej wypukłości (patrz [28]). 

Moduł wypukłości ôx ma szereg interesujących własności, które można znaleźć w m.in. 


w |28], 137|, ]44] oraz [59]. Poniżej przedstawiamy wybrane z nich. 
[28], [37], jp y wy 
e óxy(0) =0ióy jest funkcją niemalejącą. 


e dx jest funkcją ciągłą na przedziale (0, 2), ale nie musi być ciągła w punkcie 2. 


5x (e) 


e Funkcja ôx nie musi być wypukła, ale iloraz różnicowy = 


jest niemalejącą funkcją € 


na przedziale (0, 2]. 
e Dla dowolnego e € [0,2] mamy 
0x (e) = inffóp(e)), 


gdzie infimum jest brane po wszystkich dwuwymiarowych podprzestrzeniach EF prze- 


strzeni X. 


Przyktad 1.1.1. 


1. Przestrzenie I", 1°, L', L, cy nie są ściśle wypukłe. Moduł wypukłości tych przestrzeni 


jest funkcją zerową. 


2. Przestrzeń co z normą ||- ||„ zdefiniowaną jako 
1 
oo Ti 2\ 2 
lel = el +2 (95 (2) ) 
i=1 
dla u > O oraz x = (4;) € co, gdzie ||x||e, = supjen ||i|| jest Ściśle wypukła, ale nie jest 


jednostajnie wypukła (patrz [28]). 


4. Przestrzenie L? i IP, dla p € (1, 00) są jednostajnie wypukłe. Niech X = L? lub X =P. 


Jeśli p > 2, to moduł wypukłości X wyraża się wzorem 


so- 


jeśli zaś 1 < p < 2, to moduł ten jest dany w sposób uwikłany: 


e 


(1-6x() +5) +h- axe) -$ = 


dla każdego e € [0,2] (patrz [30]). 


Moduł wypukłości przestrzeni Hilberta H wyraża się wzorem 


i twierdzenie Daya-Nordlandera orzeka, że jest to największy możliwy moduł wypukłości, 
czyli jeśli dim X > 2, to 


ôx (£) < Ón(e) 


dla każdego e € [0,2] (patrz [54]). 


Z modułem wypukłości związany jest współczynnik 
€o(X) = sup{e € [0, 2] : óx(e) = 0} 


zwany charakterystyką wypukłości przestrzeni X. 
Poniżej przedstawiamy wybrane związki tego współczynnika z własnościami modułu ôx 


(patrz [28]). 
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e Moduł wypukłości 6x jest funkcją ściśle rosnącą na przedziale [€o(X), 2]. 


e Mamy 


lim óx(E) =]- GAJ: 


E—2- 


(1.2) 


Przestrzeń X jest jednostajnie wypukła wtedy i tylko wtedy, gdy £o(X) = 0, co wobec 
wzoru (1.2) jest równoważne warunkowi lim; _,2- óy(e) = 1. Jeśli X jest skończenie 


wymiarowa, to ôy jest ciągła w 2 i równość ta redukuje się do warunku 6x(2) = 1. 
e dx(2(1 — ôx(£))) = 1 — $ dla wszystkich e € (e9(X), 2). 


W dalszej części wykorzystamy następujący przykład analogiczny do przykładu 5.6 z [28]. 


Przykład 1.1.2. Niech 1 < A < V2 oraz niech Y, będzie przestrzenią R? z normą zdefinio- 


waną w następujący sposób: 


Ill = max {lls lll} (1.3) 


gdzie || - ||» jest normą euklidesową, zaś || - || jest normą maksimum. Sfera jednostkowa 


przestrzeni (Yj, ||z|||) przedstawiona jest na rys. 1.1. 


Rys. 1.1: Sfera jednostkowa przestrzeni Y) z norma ||-|||. 
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W [28] podano wzór €9(Y,) = 2V/\2 — 1. My wykazemy, dy, (e) = 6 (e), gdzie 


R 0, jeśli 0 < £ < 2V? — 1, 
6% (e) = (1.4) 


1-4/A2-5, jeśli2yA7—1<e<2. 
Najpierw pokażemy, że ôy, (e) > 5%)(e). W tym celu rozważmy x = (21,22) oraz y = 


(y1, Y2) takie, że |||x||| = 1, ||y||| = 1 oraz ||x — y|| > e > 2V A? — 1. Rozpatrujemy następujące 


przypadki: 
Przypadek I. Załóżmy, że |||x +y|| = || + ylļl2- Z nierówności e < |æ — yll < |z — ylle 
dostajemy 

1 11 1 1 E? 

zz + yll = z |<z+ vy SI (e) = 1% 0% 

zle + all ah lac" 422 


gdzie H jest przestrzenią Hilberta. Jednakże + < 1 i w konsekwencji © (1 — 4) < X- 1. 


A 4 
Stąd 


więc 
1 
1- Sle + yll > 5*(6). 


Przypadek II. Załóżmy, ze ||x + y||| = |lz + yllo. 


Jeżeli ||z — y|| = +||æ — y||2, to biorąc ponownie pod uwagę, że ł|læl2 < 1 i <|lyll2 < 1, 
otrzymujemy 

Ske + gl] < żle +yla <A. önt) = ay -È< -È 

pee LI Sale Y\j2s H(E)) = ja > i’ 
Stad 

1 
1- Sle + yll > 0% (e). 
Załóżmy teraz, ze ||z + y|l| = |£ + yllo- W tej sytuacji możemy założyć, ze z leży w 


pierwszej ćwiartce, zaś y w drugiej. Rozpatrujemy dwa przypadki: 
A. Niech ||z — y||| = |zı — yı| oraz ||c+yj| = |zı + yıl. Możemy założyć, że x, + yı > 0 
iz, > y1, a zatem zı > 0. Wtedy ||z + y||| = 20; — (xı — y1) < 2 — £, więc 
1 E 
Lee >> 
dle +vll>$ 
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Ponieważ 6 (0) = 0, 6% (2) = 1i60) jest funkcją wypukłą na przedziale [0, 2], więc 6) (e) < 
5: Stąd 
l 0) 
1- lic + yll > OP). 
B. Niech ||x — y||| = |z1—y1| oraz |||z + y||| = |v2+yo|. Załóżmy najpierw, że żaden z punktów 
x,y nie leży na odcinku na sferze jednostkowej. Wtedy 4||x||a < 1 i }|lyll2 < 1. Ponieważ 


e S | — y| < lle —y||2, więc 


1 1 1 1 gó 
“y+ ull = Hea + el < zle ryk <2 (15s (2e)) =2f1- E 
1- Ue +yll>1-fa- żę = 0% 

Se 4)? | 


Załóżmy teraz, że jeden z punktów leży na odcinku na sferze jednostkowej. Możemy 


Stąd 


przyjąć, ze jest to y i y = (y,l), gdzie yı € (—d,0), d = vA? — 1. Ponieważ x, —y = 


zı — yı| 2 £, więc xı > £ — d. Ponadto zj + x2 = ||z||2 < A, zatem 
1 2 2 


Tą < VA? — 2? < yX — (e — d)?. 
Stąd 
lc + ylll = |t2+ yl =a2tl<yV—-(e-d?+1 
i wystarczy wykazać, ze 
TEP ay- (1.5) 
Przyjmijmy 
to = jaz - YR -@ - ap 
dla e € [2d, 2]. Badając pochodną łatwo stwierdzamy, ze f jest funkcją niemalejaca, a więc 
f(e) > f(2d) = 1. Daje nam to nierówność (1.5), co kończy dowód oszacowania óy, (£) > 
8A (e). 
W celu udowodnienia nierówności przeciwnej rozważmy x = (£1, £2) taki, że 11,12 > 0, 


illz] = 1 oraz 22, = € > 2VX? — 1. Przyjmując y = (—21, %2) otrzymujemy ||x — y|| = 


2 
jetij- 25= 240? 23 = ze 


Stąd, 1 — šle + ylll = 5). 


211 = £ oraz 
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Przypomnijmy teraz własności dualne do ścisłej i jednostajnej wypukłości. 


Definicja 1.1.3. Mówimy, że przestrzeń Banacha X jest gładka, jeśli dla każdego x € S(X) 


istnieje dokładnie jeden funkcjonał z* € X* taki, że |x*|=z*(z)=lL. 


Zależność między gładkością i ścisłą wypukłością jest następująca: jeśli X* jest gładka 
(ściśle wypukła), to X jest ściśle wypukła (odpowiednio gładka). W przestrzeniach reflek- 
sywnych implikacje przeciwne są również prawdziwe (patrz [37]). 


Jednostajną gładkość definiuje się przy pomocą funkcji zwanej modułem gładkości. 


Definicja 1.1.4. Modułem gładkości przestrzeni Banacha X nazywamy funkcję px : [0, 00) + 


[0, oo) zdefiniowaną jako 
1 
px) = sup { 5 (læ + ryl| + lle = ry) = 1:0: € S(x)}. 
Przestrzeń X jest jednostajnie gładka, jeśli 


po(X) = lim px(7) 


T—0 T 


Powyższą granicę po(X) nazywamy charakterystyką gładkości przestrzeni Banacha X. 


W definicji modułu pyx(T), warunek z,y € S(X) można zastąpić przez x,y € B(X). 


Oczywiście px(0) = 0. Ponadto moduł py jest funkcją wypukłą, a więc iloraz różnicowy 


px(T) 


T 


jest niemalejącą funkcją zmiennej 7 w przedziale (0, oo). 
W tym miejscu przypominamy wzory na moduły gładkości dla wybranych przestrzeni 


Banacha. 
Przykład 1.1.3. 
1. Niech X będzie przestrzenią Banacha. Wówczas dla każdego r > 0 mamy 
pu(T)=v1+T"-1< px(7), 
gdzie H jest przestrzenią Hilberta. 
2. Niech X = L? albo X =/? dla p € (1,00). Jeśli 1 < p < 2, to 
px(r) =(L+7?)? 1, 
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zaś jeśli p > 2, to 


px(T) = (DE zaj s, | 


dla każdego r > 0. 


W przestrzeniach skończenie wymiarowych gładkość jest równoważna jednostajnej gład- 
kości, co wynika z faktu, że przestrzeń refleksywna, w szczególności przestrzeń skończenie 
wymiarowa, jest gładka wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzeń do niej sprzężona jest ściśle 
wypukła (patrz [44]). 

Każda przestrzeń jednostajnie wypukła i każda przestrzeń jednostajnie gładka jest reflek- 
sywna, a nawet superrefleksywna. Przypomnijmy, że przestrzeń Banacha X jest superreflek- 
sywna, jeśli żadna przestrzeń nierefleksywna nie jest skończenie reprezentowalna w X (patrz 
[3}). 

Kolejną istotną obserwacją jest fakt dualności jednostajnej gładkości i jednostajnej wy- 


pukłości. Wynika to z poniższego twierdzenia, zawierającego tzw. wzory Lindenstraussa. 
Twierdzenie 1.1.1 ([42|). Niech X będzie przestrzenią Banacha. Dla dowolnego T > 0 mamy 
TE 
px+(T) = sup {= —dx(e):0KeE< 2} 


oraz 


Wniosek 1.1.1. 


1) Przestrzeń X jest jednostajnie wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy X* jest jednostajnie 
gładka. 


2) Przestrzeń X jest jednostajnie gładka wtedy i tylko wtedy, gdy X* jest jednostajnie 
wypukła. 


Ze wzorów Lindenstraussa wynikają także równości 2pg(X*) = eo(X) oraz 2po(X) = 
Eo(X*) dla dowolnej przestrzeni Banacha X (patrz [37, str. 107]). 
Pojęcia jednostajnej wypukłości i jednostajnej gładkości znalazły wiele zastosowań m. in. 


w metrycznej teorii punktów stałych. 
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Niech C będzie niepustym podzbiorem przestrzeni Banacha X. Mówimy, ze przeksztal- 
cenie T : C + C jest nieoddalające, jeśli T spełnia warunek Lipschitza ze stałą 1, czyli 
[Pz — Ty|| < ||x — y|| dla wszystkich z,y EC. 

Przestrzeń Banacha X ma własność punktu stałego (dla przekształceń nieoddalajacych), 
jeśli każde przekształcenie nieoddalające T : C — C niepustego, domkniętego, ograniczonego 
i wypukłego zbioru C w przestrzeni X ma punkt stały, czyli istnieje z € C, dla którego 
x = Tx. Nakładając w tej definicji na zbiór C warunek słabej zwartości otrzymujemy definicję 
słabej własności punktu stałego. 

Ważną rolę w metrycznej teorii punktów stałych odgrywa własność zwana strukturą nor- 
malną. Przestrzeń Banacha X ma strukturę normalną, jeśli dla każdego niepustego, ograni- 
czonego, domknietego i wypukłego podzbioru K C X, który nie jest jednopunktowy istnieje 
x € K taki, ze 


sup{||x — yl| : y € K} < diam K, 
gdzie diam K jest średnicą zbioru K. 


Twierdzenie 1.1.2 ([28, str. 40]). Jeśli przestrzeń Banacha X ma słabą strukturę normalną, 


to X ma słabą własność punktu stałego. 


W szczególności, refleksywne przestrzenie ze strukturą normalną mają własność punktu 
stałego. Przestrzenie jednostajnie wypukłe i przestrzenie jednostajnie gładkie są refleksywne 


i mają strukturę normalną (patrz [28]), więc mają własność punktu stałego. 


1.2 Jednostajna niekwadratowość 


Jednostajna niekwadratowość jest kolejną geometryczną własnością przestrzeni Banacha, któ- 
ra znalazła zastosowanie w metrycznej teorii punktów stałych. Klasa przestrzeni jednostajnie 
niekwadratowych została zdefiniowana przez R. C. Jamesa w [35]. J. Gao i K. S. Lau w [24] 
wprowadzili współczynnik J(X) związany z tą własnością, zwany stałą Jamesa przestrzeni 


Banacha X. 
Definicja 1.2.1. Mówimy, ze przestrzeń Banacha X jest niekwadratowa, jeśli 
min{||z + yll, lz — yll} < 2 
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dla wszystkich x,y € S(X). 


Definicja 1.2.2. Stałą Jamesa J(X) przestrzeni Banacha X definiujemy wzorem 
J(X) = sup{min{||x + yl], [la — yll} : x,y € S(X)). 
Przestrzeń X jest jednostajnie niekwadratowa, jeśli J(X) < 2. 


W powyższej definicji sferę S(X) możemy zastąpić przez kulę B(X). Dla przestrzeni 
skończenie wymiarowych jednostajna niekwadratowość jest równoważna niekwadratowości. 


Stała Jamesa J(X) jest ściśle związana z modułem wypukłości dx przestrzeni X. 
Twierdzenie 1.2.1 ([24]). Niech X będzie przestrzenią Banacha. Wtedy 
J(X) = sup fe € [0,2] : dx(e) <1— =. 


Wniosek 1.2.1. Dla dowolnej przestrzeni Banacha X oraz dla dowolnego e € (0, 2|, warunek 
óx(e) > 1—§ jest spełniony wtedy i tylko wtedy, gdy J(X) < e. W konsekwencji X jest 
jednostajnie niekwadratowa wtedy i tylko wtedy, gdy €o( X) < 2. W szczególności przestrzenie 


jednostajnie wypukłe są jednostajnie niekwadratowe. 


Zauważmy, że z twierdzenia 1.2.1 wynika, że jeśli przestrzeń X jest jednostajnie niekwa- 


dratowa, to 


Przypomnijmy kilka podstawowych wzorów dla stałej Jamesa. 


1. Dla dowolnej przestrzeni Banacha X mamy J(H) = v2 < J(X) < 2 gdzie H jest 
przestrzenią Hilberta (patrz [24]). 


1. J(P) = (I) = 2, 
2. J(P) = J(L?) = max f27,2' ») dla p € (1,00). 


Następne twierdzenie podaje związek między stałymi Jamesa przestrzeni X oraz prze- 


strzeni sprzężonej X*. 
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Twierdzenie 1.2.2 ((36]). Dla dowolnej przestrzeni Banacha X mamy 


DIX) = 9 Se |< a FI (1.6) 


Z twierdzenia tego wynika, że przestrzeń X jest jednostajnie niekwadratowa wtedy i tylko 


wtedy, gdy X* jest jednostajnie niekwadratowa. 


Uwaga 1.2.1. Jeśli X nie jest jednostajnie niekwadratowa, np. X = l!, X =1? lub X = co, 


to J(X) = 2 = J(X*) i w miejscu nierówności we wzorze (1.6) zachodzą równości. 


Przypomnijmy jeszcze, że każda przestrzeń jednostajnie niekwadratowa X jest superre- 
fleksywna (patrz [35]) i w konsekwencji w X istnieje norma równoważna, która jest jednostaj- 
nie wypukła (patrz [22]). Przestrzenie jednostajnie niekwadratowe nie muszą mieć struktury 


normalnej, ale mają własność punktu stałego (patrz [27]). 


1.5 Własności Opiala 


Własność Opiala została wprowadzona w [55], a jej jednostajna wersja w [56]. Obie te wła- 
sności znalazły zastosowanie w wielu zagadnieniach metrycznej teorii punktów stałych (patrz 
[37]). Inne zastosowanie tych własności zostało podane w [16]. Pierwotnie własności Opiala 
rozpatrywano względem słabej topologii. Stąd, jeśli topologia nie jest wcześniej określona, 
własności Opiala będziemy rozpatrywać w odniesieniu do słabej topologii. 

Definicje i charakteryzację własności Opiala poprzedzamy krótkim przypomnieniem do- 
tyczących topologii w przestrzeniach Banacha. 

Niech 7 będzie topologią w przestrzeni Banacha X. Mówimy, że topologia 7 jest dopusz- 
czalna, jeśli spełnione są następujące warunki: 7 jest liniową topologią Hausdorffa, 7 jest 
słabsza niż topologia wyznaczona przez normę oraz norma w przestrzeni X jest ciągowo 


dolnie półciągła względem topologii T, tj. 
[|| < mint | 


jeśli ciąg (£n) jest zbieżny do z w X względem topologii 7. 
Standardowymi przykładami topologii dopuszczalnych są: słaba topologia przestrzeni X 
(T = w) oraz słaba* topologia przestrzeni X (r = w”), jeśli X = Y* jest przestrzenią 


sprzężoną do pewnej przestrzeni Y. 
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Kolejnym przykładem topologii dopuszczalnej jest topologia r zbieżności lokalnej według 
miary w przestrzeniach L?(Q), gdzie Q jest przestrzenią z o-skończoną miarą p oraz p € 
[1, oo). Ustalmy przeliczalne rozbicie 0, | zbioru Q na podzbiory o dodatnich, skończonych 
miarach. Mówimy, że ciąg funkcji fa € LP(Q) jest zbieżny lokalnie według miary, jeśli jest 
on zbieżny według miary na każdym podzbiorze {Qn}. Każdy ciąg lokalnie zbieżny według 
miary zawiera podciąg punktowo zbieżny (do tej samej granicy). Ten fakt wraz z lematem 
Fatou pokazują, że norma przestrzeni L?(Q) jest ciągowo dolnie półciągła względem topologii 
lokalnej zbieżności według miary. Ponadto topologia ta jest słabsza niż topologia wyznaczona 
przez normę w L?(Q). 


Topologia zbieżności lokalnej według miary może być też zdefiniowana przy użyciu metryki 


_< 1 lf — gl 
1.9) = X z) a. THF a 


gdzie f,g € LP(Q). 


Jeśli u(Q) < oo, to zamiast metryki d możemy rozpatrywać metrykę 


B If — gl 
dolf, 9) shr e 


W tym przypadku topologia zbieżności lokalnej według miary redukuje się do topologii zbież- 
ności według miary. 

Kolejnym, szczególnym przypadkiem jest sytuacja, w której Q = N z miarą liczącą. W 
tym przypadku L?(Q) = I? i zbieżność lokalna według miary dla ciągów sprowadza się do 
zbieżności po współrzędnych. Dla ciągów ograniczonych jest to równoważne słabej zbieżności, 
jeśli p > 1 oraz słabej* zbieżności, jeśli p = 1 i l! rozwazamy jako przestrzeń sprzężoną do 
przestrzeni Co. 

Dla danej topologii 7 w przestrzeni Banacha X, przez T-liMn>o £n oznaczamy grani- 
ce ciągu (£n) względem topologii r. Symbolem M1 (T) oznaczamy zbiór wszystkich ciągów 
(£n), zbieżnych do 0 względem topologii 7, dla których ||x,|| > 1 dla wszystkich n. Warunek 
Ni(r) = 0 definiuje przestrzenie, dla których zbieżność ciągów względem topologii 7 jest 
równoważna zbieżności względem normy. W przypadku, gdy T = w własność taką nazywa- 
my własnością Schura. Wszystkie skończenie wymiarowe przestrzenie mają własność Schura. 
Ponadto przestrzeń l! ma tę własność (patrz [37]). 


Przejdziemy teraz do zdefiniowania własności Opiala. 
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Definicja 1.3.1. Mówimy, ze przestrzeń Banacha X ma słabą własność Opiala względem 


topologii T w przestrzeni X, jeśli 
lim inf ||2 — z|| < lim inf |z|] 
dla każdego ograniczonego ciągu (£n), takiego, że z = T-limmomw £n W X. 


Słabą własność Opiala względem topologii rT możemy opisać za pomocą funkcji słabego 


zerowego typu, tj. funkcji postaci 


Ve) (T) = lim sup ||x — xxl, 
gdzie T- lim w £n = O w przestrzeni X oraz x € X. 


Uwaga 1.3.1 ([49|). Dla ustalonego z € X, Yæ) (tx) traktowana jako funkcja zmiennej 
t € [0,0o) jest wypukła i przestrzeń X ma słabą własność Opiala względem topologii 7 
wtedy i tylko wtedy, gdy Yæ) (t£) osiąga swoje minimum w punkcie t = 0, dla każdego ciągu 
(£n), takiego, że T-limnm £n = 0 oraz dla każdego x € X. 

Rzeczywiście, jeśli przestrzeń X ma słabą własność Opiala, to funkcja %.,)(£z) jest nie- 
malejąca w przedziale [0, o0). Na odwrót, jeśli założymy, że dla każdego x € X funkcja 
Wien) (tx) jest niemalejąca w przedziale [0,oo), to również Ya,(-tz) = Ya (t(-1)) jest 
funkcją niemalejącą. Zatem Yæ) (t£) osiągnie swoje minimum w punkcie t = 0. Stąd X ma 


słabą własność Opiala względem topologii 7. 


Definicja 1.3.2. Mówimy, że przestrzeń Banacha X ma własność Opiala względem topologii 
T w przestrzeni X, jeśli 


dla każdego ograniczonego ciągu (£n) w X takiego, że z = T-lim e £n W X, gdzie z Æ 0. 


W powyższych definicjach liminf możemy zastąpić przez limsup. 
Jeśli rT = w lub T = w”, to ciągi zbieżne względem topologii T są ograniczone, więc w 


powyższych definicjach warunek na ograniczoność ciągu może zostać pominięty. 


Definicja 1.3.3. Mówimy, że przestrzeń Banacha X ma jednostajną własność Opiala wzgle- 


dem topologii T w przestrzeni X, jeśli dla każdego c > O istnieje r > 0 takie, że nierówność 
1+r < liminf|z, + z|| 
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jest spełniona dla każdego ograniczonego ciągu (£n) E€ Mı(T) w X i dla każdego x € X, dla 


którego ||z|| > c. 


Dodatkowo przyjmujemy, że przestrzenie, dla których N4(r) = Ø mają jednostajną wła- 
sność Opiala względem topologii 7. Jednostajna własność Opiala względem topologii 7 im- 


plikuje własność Opiala względem topologii 7. 
Przykład 1.3.1. 
1. Przestrzenie Į? mają jednostajną własność Opiala dla każdego p € (1, 00). 


2. Przestrzenie Z?([0, 1)) dla p € (1,00), p ¥ 2, nie mają słabej własności Opiala względem 


topologii T = w. 


3. Niech Q będzie przestrzenią z o skończoną miarą u. Wówczas przestrzenie L?(Q) dla 
p € [1,co), mają jednostajną własność Opiala względem topologii zbieżności lokalnej 


według miary (patrz [18]). 


Jednostajną własność Opiala względem topologii rT można opisać przy użyciu następują- 


cego modułu rx, zdefiniowanego w [41]. 


Definicja 1.3.4. Niech X będzie przestrzenią Banacha, dla której M (T) ź 0. Funkcję rx, : 


[0, oo) =e R definiujemy wzorem 
rx.r(c) = inf {lim inf |£ + znl] — 1), 


gdzie c > 0, a infimum jest brane po wszystkich ciągach (£n) € N4(7) i po wszystkich 


elementach x € X, dla których ||x|| > c. 


Dodatkowo przyjmujemy rx,(c) = c w przypadku, gdy N;(r) = Ø. Przestrzeń X ma 
jednostajną własność Opiala względem topologii r wtedy i tylko wtedy, gdy rx„(c) > 0 dla 
każdego c > 0. W [41] pokazano, że moduł rx, jest funkcją ciągłą w przedziale (0, oo). 

Innym modułem związanym z jednostajną własnością Opiala jest funkcja sx,, którą 


definiujemy poniżej. 
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Definicja 1.3.5. Niech X będzie przestrzenią Banacha. Moduł sx, definiujemy jako 
sx,r(c) = inf fı — lim inf |En — zll} 3 


gdzie c € [0,1], a infimum jest brane po wszystkich ograniczonych ciągach (x,) w X takich, 


że liminf, „o ||Zn|| < 1 i 7-lim „go £n = 2, gdzie ||x|| > c. 


Przestrzeń X ma jednostajną własność Opiala względem topologii 7 wtedy i tylko wtedy, 
gdy sx,(c) > 0 dla każdego c e (0,1]. Ponadto przestrzeń X ma słabą własność Opiala 
względem topologii r wtedy i tylko wtedy, gdy sx,-(c) > 0 dla każdego c € [0,1]. 


Twierdzenie 1.3.1 ([49]). Niech X będzie przestrzenią Banacha z topologią dopuszczalną T, 
dla której N,(r) 4 0. Wówczas sx „(c) < c dla każdego c € [0,1]. 


Dowód. Niech (zn) C S(X) będzie ciągiem, dla którego T- lime £n = 0. Dla ustalonych 
cE [0,ljixz € S(X) połóżmy yn = cc+(1—c)xy. Wtedy (yn) C B(X) oraz y = T-limp oc Yn, 


gdzie y = cz, przy czym |y|| = c oraz ||y, — y|| = 1 — c dla wszystkich n. 


Twierdzenie 1.3.2 ([49]). Jeśli X ma słabą własność Opiala względem topologii T oraz c > 0, 


to w definicji modułu sx (c) warunek |y|| > c może być zastąpiony przez ||y|| = c. 


Dowód. Niech (yn) będzie ciągiem w przestrzeni X, dla którego y = T- lim, „e Yn, przy czym 
lyl| > c > O oraz lim inf, „oc |yn|| < 1. Wybierzmy podciąg (y,,) w taki sposób, aby 


i przyjmijmy z = y oraz zę = Y — Yn,- Z założenia słabej własności Opiala wynika, że funkcja 


słabego zerowego typu z,)(ty) jest niemalejaca jako funkcja zmiennej t € [0, oo). Stąd 


. c e 
lim |lynl| = Ven (Y) > Ver) (e) > lim inf ||zn|], 


dzie zn = 75y — (y — Yn). Wobec tego liminf, „a ||zn|| < 1 oraz z = T- limp Zn, gdzie 
8 Tul 


z = Ty przy czym lell = ci |en — zll = Ilyn — y|| dla każdego n € N. 


Twierdzenie 1.3.3 ([49]). Niech X będzie przestrzenią Banacha z topologią dopuszczalną T, 
dla której Nı(T) 4 0. Jeśli X ma słabą własność Opiala względem topologii T, to sx.r(6) jest 
niemalejącą funkcją zmiennej c w przedziale (0,1) i nierówności 

ana 


0 <sxr(Co) — Sxr(C1) S 
1 - C1 
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zachodzą dla wszystkich 0 < cı < c2 < 1. W konsekwencji funkcja sx, jest ciągła w przedziale 
l0, 1). 


Dowód. Niech c € [0,1], z e S(X) i (£n) będzie ciągiem w S(X), dla którego T- lim, £n = 
0. Rozważmy zbiór A(x, (£n), c) wszystkich ciągów (s„) w [0,1] takich, że 


lim sup ||cæ + (1 — sn)£nl| < 1. 


Oznaczamy 


s(x, (£n), €) = inf fiim SUP Sp : (Sn) E A(Z, (£n), oh ! 


Zdefiniowana w ten sposób funkcja s(x, (1,),c) zmiennej c jest funkcją wypukłą, przy czym 


s(x, (1n),0) = 0. Stąd, jeśli 0 < c1 < 2 <1, to 


s(t, (£n), C1) < s(z, (£n), C2) (1.7) 


Cy C2 


s(x, (Zn); C2) aa s(z, (Zn), C1) < s(x, (Zn); 1) m s(x, (Zn), C1) 
C2 — Cy 1 - Ci 


, 


co implikuje 
1 


8(, (£n), C2) — S(T, (£n), c1) S Iae — c). (1.8) 
-4 
Niech teraz f(c) = inf{s(x, (1,),c)), gdzie infimum jest brane po wszystkich z € S(X) i 


po wszystkich ciągach (£n) w S(X), dla których T-lim, „e £n = 0. Pokażemy, że równość 


sxa(e) = F(e) (1.9) 


zachodzi dla każdego c € [0,1]. W tym celu rozwazmy dowolne z € S(X), ciąg (£n) w S(X), 
dla którego T-lim,_,g £n = 0 oraz (sn) E A(x, (£n), €). Połóżmy yn = cx + (1 — Sn)£n. Wtedy 
lim sup_a [|Yn|| < 1 i y = T- limno Yn, gdzie y = cz oraz ||y|| = c. Mamy 


Sx„(c) <1- lim inf lyn — y|| = 1 — lim inf(1 — Sn) = lim sup Sp, 


co prowadzi do nierówności sx (c) < s(x, (1,),c), która pokazuje, że sx„(c) < f(c). 
Nierówność przeciwna zachodzi, jeśli sx ,(c) = 1. Ponadto, jeśli c = 0, to obie strony sa 
równe 0. Możemy więc założyć, że c > 0 oraz sx,(c) < 1. Niech (yn) będzie ciągiem w X 


spełniającym następujące warunki: liminf, a ||Yn|| < 1, y = T-limm w Yn, gdzie |y|| = c 
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oraz lim infn>o ||Yn — y|| > 0. Wybierzmy podciąg (yn,) w taki sposób, aby lim. ||yn, || = 
lim inf_,oo ||yn|| oraz inf{||yn, — yl| : k E N} > 0 i połóżmy zx = ||yn, —yll (Yn, — y), £ = ży 
oraz sę = 1 — ||yn, —y||. Wtedy (zx) jest ciągiem w S(X) zbieżnym do 0 względem topologii 
T, £x E€ S(X) oraz 


jim [lex + (1 = sk)ærl| = lim |[yn,|| <1. 


Stad 


s(x, (£k), C) < limsup sz = 1 — Jim lyn, — y|| < 1 — lim inf ||yn — yll. 
k= — 00 n— Co 


Korzystając z faktu, że X ma słabą własność Opiala i stosując twierdzenie 1.3.2 wnioskujemy, 
że 


s(x, (£k), €) S 8x,7(c) 


co kończy dowód wzoru (1.9). Tezę naszego twierdzenia otrzymujemy z (1.7) i (1.8). 


Kolejne twierdzenie podaje związek między modułami ry, i sx,. W dowodzie tego twier- 


dzenia korzystamy z idei dowodu twierdzenia 6 [48]. 


Twierdzenie 1.3.4 ([49]). Niech X będzie przestrzenią Banacha z topologią dopuszczalną T, 
dla której N,(r) £ 0. Jeśli X ma słabą własność Opiala względem topologii T, to równości 


sx Ę ]- rxzle) (1.10) 


1+rx,(e))  1+rxfe) 
oraz 
6 sxc) 
a TE 111 
A Fo T= sx-(6) a 


zachodzą dla każdego c € [0,1). 


Dowód. Oznaczmy 5x,(c) = sx„(c) dla c € [0,1) i §x,-(1) = lim, „- sx,,(c). Dla dowolnych 
c>0i+¥7€ (0,1) znajdujemy taki x € X, dla którego ||x|| > c oraz ciąg (£n) w X taki, że 
(£n) E M (T) oraz 


lim inf |, — z|| <1+rx,(c) + 7. 


Połóżmy yn = (1+rx(c) +7) "(zn — z). Wtedy lim infn=o Iynl| < 1 i y = T-lim won, gdzie 


y=—-(1+rx,(c) +7) 12, przy czym |jy|| > (1 + rx„(c) + y)71c. To nam daje oszacowanie 


c 1 1 
Seon <1l- lim inf ||xz,,|| < 1 — : 
=o TROSZE ee ll ST Tee +9 
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Przechodząc do granicy przy y + 0, otrzymujemy nierówność 


se, : ) < A (1.12) 


1+rx,(c)) 1+rxn(c) 


dla każdego c > 0. 
Jeśli c € [0,1), to sx,-(c) < c < 1, więc dla dowolnego y € (0, 1 —sx,-(c)) możemy znaleźć 
ciąg (Yn) w X, dla którego y = T-limn e Yn, gdzie |ly|| > c, liminf, a ||yn|| < 1 oraz 


lim inf ||yn — yl| > 1— sx,r(c) — 1. 


Połóżmy teraz 1, = (1 — sx,(c) — 9) "(yn — y) oraz x = —(1 — sx,(c) — 7) 'y. Wtedy 
(In) E N1(7) oraz ||z|| > (1 — sx„(c) — 7)71e. Stąd 


( : )< : im AEE : 1 
rxz im inf ||y,,|| — = 
ne ee Sx,r(c) —¥ ORLE Sx (C) -—y n=% 4 wy ee Sx,r(c) —¥ 


i przechodzac do granicy przy y — 0 dostajemy 


re ( : ) < AC) (1.13) 


1—sx,(c)}  1-sx>(c) 
W celu wykazania nierówności przeciwnej do (1.13) zdefiniujmy funkcję $(c) = 5 dla 
ce (0,1). Z (1.12) otrzymujemy 
5 o(c) 
3 > (LEG: „Ea mam | 1.14 
rel) > (+ rx (MO (114) 
Ponadto, z (1.13) mamy 
(1 + rx,(6(c)))(1 — sxr(c)) <1 
i w konsekwencji 
(c) 
— 2 o(c)(1— sx,(c)) =c. 1.15 
ay 2 OU sxelo) (115 
Ponieważ funkcja 5x, jest wypukła oraz §x,,(0) = 0, z nierówności (1.15) dostajemy 
1+ Tx r(ó(c)) ~ ( (ce) | SX z(c) 
> — gs 7 TE | > , x 1.16 
ae) aO 7c Pa 


Wobec (1.14) i (1.16) mamy 


go = 2x29 


c EERO 


rx„(o(c)) > 
Powyższa nierówność jest przeciwna do (1.13), co kończy dowód wzoru (1.11). 
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Zauważmy, że funkcja ¢ jest ciągła na przedziale [0, 1). Ponadto $(0) = 0 oraz lim; ¢(t) > 
1. Dla danego e € [0, 1) możemy więc znaleźć t € [0, 1) takie, że c = g(t). Wobec (1.11) mamy 


TX,r(e) = Txz(o(t)) 
1 + rx,r(C) 1 an rx,r(@(t)) 


= sx„(t). 


co kończy dowód wzoru (1.10). 


Wniosek 1.3.1. Przestrzeń Banacha X ma jednostajną własność Opiala względem topologii 


T wtedy i tylko wtedy, gdy sx,,(c) > O dla każdego c € (0,1]. 


1.4 Współczynnik Garcii-Falseta 


Współczynnik Garcii-Falseta został zdefiniowany w [25] i znalazł zastosowanie w teorii punk- 


tów stałych. 


Definicja 1.4.1. Współczynnikiem Garcii-Falseta przestrzeni Banacha X nazywamy stałą 
R(X) zdefiniowaną jako 
R(X) = sup{lim inf lla + z,||). 


gdzie supremum jest brane po wszystkich z € B(X) i po wszystkich ciągach (x,) słabo 
zbieżnych do 0 w B(X). 


Mamy 1 < R(X) < 2. 
Przyktad 1.4.1. 


1. Jeśli X jest przestrzenią skończenie wymiarowa, lub ogólnie przestrzenią z własnością 


Schura, to R(X) = 1. 
2. Mamy R(co) = 1, Ale) = 1 oraz R(IP) = 2> dla 1 < p < œ. 


Twierdzenie 1.4.1 ([26]). Jeżeli R(X) < 2, to przestrzeń X ma słabą własność punktu 


statego dla odwzorowań nieoddalających. 
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Rozdziat 2 


Kraty Banacha 


Kraty Banacha stanowią szczególny rodzaj przestrzeni Banacha, w których na normę na- 
łożone są założenia związane z porządkiem. Niniejszy rozdział poświęcony jest teorii krat 


Banacha oraz charakteryzacji wybranych, geometrycznych własności tych krat. 


2.1 Wiadomości wstępne 


Definicja 2.1.1. Kratą Banacha X nazywamy częściowo uporządkowaną przestrzeń Banacha 


X nad ciałem liczb rzeczywistych, spełniającą następujące warunki: 
(i) z < y implikuje r + z < y+ z dla dowolnych x,y,z € X, 
(ii) az > 0 dla każdego z > 0 w X oraz dla każdej rzeczywistej, nieujemnej liczby a, 


(iii) dla dowolnych x,y € X istnieje kres górny (najmniejsze górne ograniczenie) z Vy i kres 


dolny (największe dolne ograniczenie) z Ay zbioru {x,y}, 


(iv) dla dowolnych x,y € X jeśli |z| < |y|, to ||x|| < Ilyl|, gdzie wartość bezwzględną |x| 


elementu z € X definiujemy jako |x| = x V (—z). 


Przestrzeń liniową spełniającą tylko warunki (i), (ii) oraz (iii) nazywamy kratą wektorową. 
Zauważmy, że w warunku (iii) wystarczy założyć istnienie kresu górnego x Vy, ponieważ kres 


dolny możemy zdefiniować jako x Ay = —((—z)V (—y)) lub jako r Ay =z+y-zVy. 
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Z warunku monotoniczności (iv) wynika, że norma ||: || jest norma absolutną, czyli ||x|| = 


|||a||| dla każdego z € X. W najprostszym przypadku kraty R” ze standardowym porządkiem 


nierówności „po współrzędnych” norma | : || jest normą absolutną wtedy i tylko wtedy, gdy 
|| - || spełnia warunek (iv), ale ogólnie te dwa warunki nie są równoważne (patrz [1] i [10]). 


Z (i), (ii) i (iii) wynika ponadto, że dla dowolnych x,y,z € X zachodzi równość 
czy =|zVz—yVz|+|cgAz-yAzż| 


i wobec (iv) widzimy, że operacje V, A w kracie są ciągłe względem normy. W równości tej 
występuje jedynie skończenie wiele wektorów i działania algebraiczne oraz działania kratowe. 
Warto tutaj zwrócić uwagę, że dla wykazania tego typu równości (lub nierówności) w dowolnej 
kracie Banacha wystarczy sprawdzić, że analogiczna równość (lub nierówność) zachodzi dla 
liczb rzeczywistych (patrz [44, str. 1]). 

Zbiór X, = {x : x € X,x > 0} nazywamy dodatnim stożkiem kraty X. Ciągłość operacji 
w kracie implikuje w szczególności, że zbiór X, jest domknięty względem normy. Dla każdego 
elementu x € X kraty Banacha możemy zdefiniować jego część dodatnią z, = x V 0 i część 
ujemną x- = (—z) V0 = —(@ AO). Mamy z = z4 — x oraz |z| = z4 +s-. Mówimy, że dwa 
elementy z, y € X sa rozłączne, jeśli |x| A |y| = 0. 

Każda krata Banacha X ma własność dekompozycji polegajaca na tym, że dla dowolnych 
elementów 71, £2, Y E X4, dla których y < 11 + z2 istnieją elementy yı i ya takie, że 0 < yı < 


£1, 0 < yo X T2 oraz y = yı + Ye (patrz [44, str. 2]). 


Definicja 2.1.2. Niech (X, <) będzie zbiorem częściowo uporządkowanym. Niech x,y € X 
będą takie, że a < y. Porządkowym przedziałem obustronnie domkniętym nazywamy zbiór 


c,yj=lzEX:z<Kz<yj. 


Standardowymi przykładami krat Banacha są przestrzenie funkcyjne: przestrzeń funkcji 
ciągłych C(K), gdzie K jest zwartą przestrzenią topologiczną oraz przestrzenie L?(Q) dla 1 < 
p < co rozważane z naturalnym porządkiem nierówności funkcyjnych. Dla nas najważniejsze 
będą jednak kraty ciągowe. Klasycznymi przykładami takich krat są przestrzenie Į dla 1 < 
p < co ze standardowym porządkiem nierówności „po współrzędnych”. 

Bardziej ogólnymi przykładami ciągowych krat Banacha są przestrzenie z bazami bezwa- 


runkowymi. Przypomnijmy, że ciąg (e;);ey W przestrzeni Banacha X nazywamy bazą Schau- 
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dera, jeśli dla kazdego x € X istnieje dokładnie jedno rozwinięcie postaci 
dż > Q;€;, (2.1) 
ieN 
gdzie (a;)ien jest ciągiem skalarów. 

Przestrzeń X z bazą Schaudera (e;);ey możemy rozpatrywać jako przestrzeń ciągów, iden- 
tyfikując każdy element postaci ) ;en aie; Z jednoznacznie wyznaczonym ciągiem współrzęd- 
nych (a1,a2,...). Bazę (e;)ien nazywamy znormalizowana, jeśli ||e;|| = 1 dla każdego i e N. 
Zastępując ewentualnie wektory e; danej bazy przez wektory Tej możemy ograniczyć się 
do rozważania baz znormalizowanych. 

Dla ustalonej bazy (e;);en przestrzeni X, wektora z € X danego wzorem (2.1)iNEN 
oznaczmy Pyt = Qy<n liei. Wzór ten definiuje rzut Py przestrzeni X na podprzestrzeń 
rozpiętą przez wektory e€;,...,ey. Normy tych rzutów są jednostajnie ograniczone i stałą 
bazową bazy (e;);ey nazywamy liczbę K = supy ||Py||. Mówimy, że baza jest monotoniczna, 
jeśli ||Py|| = 1 dla każdego N. Przyjmując ||z|| = supy ||Pvz|| dla z € X otrzymujemy 
normę równoważną w X, dla której baza (e;);eN jest bazą monotoniczną (patrz [43, str. 2]). 

Baza Schaudera (e;);eN przestrzeni Banacha X jest bazą bezwarunkową, jeśli zbieżność 
szeregu w rozwinięciu (2.1) dowolnego elementu x € X jest zbieżnością bezwarunkową, czyli 
£ = Vien do(i)Eo(i) dla każdej permutacji o zbioru N. 

Niech (e;);ey będzie bazą bezwarunkową przestrzeni Banacha X. Dla ciągu znaków e = 
(e:i) € {-1, 135 wzór P.r = VzeyEjaie;, gdzie x € X ma rozwinięcie (2.1) definiuje operator 
liniowy i ograniczony na X, przy czym normy tych operatorów są wspólnie ograniczone. 

Stałą bezwarunkową bazy bezwarunkowej (e;)ieN nazywamy liczbę 

K,= sup ||F.||. 
e€{-1,1}N 
Dla dowolnej bazy bezwarunkowej (e,);eN przestrzeni X wzór ||z|| = supzec_ nw || P-x|| dla 
x € X definiuje normę równoważną w X, dla której (e;);ey ma stałą bezwarunkową równą 1 


(patrz [43, str. 19]). 


Niech X będzie przestrzenią Banacha nad ciałem R z bazą bezwarunkową (e;);eN. Jeżeli 
(az)ien, (bi)icn Sa ciągami skalarów takimi, że szereg Yen aje; jest zbieżny oraz |b;| < |a| 


dla każdego i, to szereg X;en bez jest zbieżny i zachodzi nierówność (patrz |43, Proposition 
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1.c.7]) 


SK (2.2) 


3 bie; 


żEN 


X aie; . 


iEN 


W przestrzeni Banacha X z bazą Schaudera możemy rozważać standardowy częściowy 
porządek zadany przez nierówność „po współrzędnych”. Jeśli baza jest bazą bezwarunkową 
ze stałą bezwarunkową równą 1, to nierówność (2.2) oznacza, że spełniony jest warunek mo- 
notoniczności (iv) z definicji kraty. Również pozostałe warunki z definicji kraty są spełnione, 
więc taka przestrzeń X jest kratą Banacha. W dalszej części mówiąc o przestrzeni z bazą bez- 
warunkową ze stałą bezwarunkową 1 będziemy rozważać tę przestrzeń jako kratę Banacha 
z takim naturalnym porządkiem. Standardowymi przykładami takich krat są przestrzenie 
co 1 P, dla 1 < p < œ. Kolejnymi przykładami są ciągowe przestrzenie Orlicza i ciągowe 
przestrzenie Lorentza (patrz [43, str. 115]). 

W dalszej części pracy będziemy też rozważać bazy, w których zbiorem indeksów nie 
jest zbiór liczb naturalnych N, ale cały zbiór liczb całkowitych Z. Oczywiście jest to różnica 
czysto techniczna i wszystkie definicje i własności baz indeksowanych przy użyciu zbioru 
liczb naturalnych przenoszą się na ten przypadek. Zauważmy jednak, ze dla bazy (e;);cz 
suma częściowa szeregu ) ;ez aie; ma postać oe, aie;. 

Podkratą kraty Banacha X nazywamy liniową podprzestrzeń Y kraty X taka, ze x V y 
(i stad z Ay = x+y -— rz V y) należy do Y, jeśli x,y € Y. Szczególnym rodzajem podkraty 
jest ideał, czyli liniowa podprzestrzeń Y kraty X taka, że jeśli dla y € X zachodzi warunek 
ly| < |x| dla pewnego z € Y, toy E€ Y. 

Przestrzeń sprzężona X* kraty Banacha X jest również kratą Banacha, jeśli jej dodatni 
stożek X% jest zdefiniowany w następujący sposób: z* > 0 w X* wtedy i tylko wtedy, gdy 
x*(x) > O dla każdego z > 0 w X. Kres górny i kres dolny dwuelementowego zbioru {2*, y*} 


w X* wyrażają się wzorami (patrz [44, str. 3]): 
(c* V y*)(c) = sup{z* (x — u) + y*(u):0 <u < zr} (2.3) 


oraz 


(c* N y*)(x) = inf{x*(x — u) + y*(u):0<u <z} 


dla każdego x > Ow X. 
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Definicja dodatniego funkcjonału jest szczególnym przypadkiem definicji dodatniego ope- 
ratora liniowego T : X — Y, gdzie X,Y są kratami Banacha. Operator T jest dodatni, jeśli 


Ta > 0 dla każdego x € X,. Każdy dodatni operator liniowy jest ograniczony i 
[|| = sup{||P'2|| : z € B(X,)) 


(patrz [53, str. 27]). Jeżeli T : X — Y jest dodatnim operatorem liniowym przekształcającym 
wzajemnie jednoznacznie X na Y i operator odwrotny T7! : Y — X jest dodatni, to T jest 
porządkowym izomorfizmem, a w przypadku, gdy ||T|| = 1 = ||T~+|| — porządkową izometrią. 


Porządkowy izomorfizm zachowuje działania kratowe, tj. 
T(zVy) =T(x)vVT(y), T(zAy) =T(z) AT) 


dla wszystkich x,y € X (patrz [44, str. 2]). 

Dla kraty Banacha X przestrzeń X** jest również kratą Banacha i włożenie kanoniczne 
X w X™ jest porządkową izometrią (patrz [44, str. 4|). Zwykle X utożsamia się z podkratą 
ŻĘ 

Niech fza|aca będzie zbiorem w kracie Banacha X. Jeśli zbiór A jest skończony, to z 
warunku (iii) w definicji kraty wynika, że w X istnieje kres górny Vaca Ta (oraz kres dolny 
Naca Ta) zbioru {£a jaca. Jeśli jednak zbiór A nie jest skończony, to element V,e4 Za nie musi 
istnieć w kracie X. Przykładem kraty, w której każdy niepusty zbiór porządkowo ograniczony 


od góry ma kres górny jest krata sprzężona X* (patrz [44, str. 3]). 


Definicja 2.1.3. Kratę Banacha X nazywamy porządkowo zupełną (0-porządkowo zupełną), 


jeśli każdy niepusty zbiór (odpowiednio ciąg) ograniczony od góry ma kres górny w X. 


Niech X będzie o-porządkowo zupełną kratą Banacha. Dla danego y € X, możemy roz- 


ważać projekcję daną wzorem 


Ba) = V [aeaa] - V [lala aa] 


dla każdego x € X. Ponadto przyjmujemy Q, = I — P,, gdzie I jest operatorem iden- 
tycznościowym. Odwzorowania P, i Q, są dodatnimi liniowymi projekcjami o następujących 


własnościach ([44, str. 8], [58]): 
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1) Pu) =y, Qy(y) = 0, 

2) P,(z) =0 dla każdego z € X takiego, że |y| A |z| = 0, 

3) |Py(x)| = F,(lz|) < |z| i |Q,(z)| = Qy(lz|) < |z| dla każdego z € X, 
4) |P,(x)| A |Q,(z)| = 0 dla wszystkich z, z € X, 


5) IPl=1= lQ. 


Definicja 2.1.4. Niech 1 < p < oo. Mówimy, że krata Banacha X spełnia dolne p-oszacowanie, 


jeśli istnieje stała M > O taka, że 


Yai] > m (5; le) (2.4) 
1=1 1=1 


dla wszystkich parami rozłącznych elementów 21,...,0%, W X. 


Definicja 2.1.5. Niech 1 < p < oo. Mówimy, że krata Banacha X spełnia górne p- 
oszacowanie, jeśli istnieje stała M > O taka, że 


21%: 


i=1 


<u(> le) (2.5 


dla wszystkich parami rozłącznych elementów 71,...,0%, W X. 


Twierdzenie 2.1.1 ([44, str. 83|). Niech 1 < p < wo. Krata Banacha X spełnia odpowiednio 
górne lub dolne p-oszacowanie wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzeń sprzężona do niej X* spełnia 


odpowiednio dolne lub górne q-oszacowanie, gdzie : + 3 = 


Jeżeli krata Banacha X spełnia dolne q-oszacowanie i górne p-oszacowanie dla pewnych 


1<p<2<q< m, to przestrzeń X jest superrefleksywna (patrz [44, str. 88|). 


2.2 Jednostajna monotoniczność i porządkowa jednostaj- 
na gładkość 


Pojęcia monotoniczności i porządkowej gładkości w kratach Banacha są klasycznymi, geome- 
trycznymi własnościami krat Banacha i stanowią kratowy odpowiednik własności wypukłości 


i gładkości w przestrzeniach Banacha. 


32 


Definicja 2.2.1. Mówimy, że krata Banacha X (lub jej norma) jest ściśle monotoniczna, 


jeśli dla x,y € X warunki 0 < z < y oraz z Æ y implikują ||x|| < |ly|]- 
Silniejszą wersją ścisłej monotoniczności jest jednostajna monotoniczność. 


Definicja 2.2.2. Mówimy, że krata Banacha X jest jednostajnie monotoniczna, jeśli dla 
każdego e € (0, 1) istnieje 6 e (0,1) takie, że jeżeli z,y € X, 0 < y <S zx, ||z|| = 1i llyl| 2 €, 


to |z —yl| < 1- ô. 


W przypadku, gdy X jest skończenie wymiarowa, korzystając ze zwartości kuli jednost- 
kowej stwierdzamy, ze jednostajna monotoniczność jest równoważna ścisłej monotoniczności. 


Jednostajna monotoniczność możemy opisać przy pomocy modułu monotoniczności. 


Definicja 2.2.3. Modutem monotoniczności kraty Banacha X nazywamy funkcję bmx : 


[0, 1] + [0, 1] zdefiniowaną jako 
Sm,x(€) = inf{1 -e-l ry EX, 0<y <z, lle] <1, lll>eh (26) 


Krata X jest jednostajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy óm,x(e) > 0 dla każdego 
e > 0. Ponadto warunek ôm x(1) = 1 jest równoważny ścisłej monotoniczności. 

Jednostajna monotoniczność i moduł monotoniczności były przedmiotem badań wielu 
autorów ([8], [23], [33], [34], [38], [50]). Poniżej wymieniamy kilka podstawowych własności 


tego modułu. 


e W definicji óm,x warunki ||x|| < 1, |ly|| > e mogą być zastąpione przez |z| = 1, 


ly|| = e. 


e Mamy 6, x(0) = 0 < ómx(e) < € i ôm, x jest funkcją niemalejącą w przedziale [0, 1]. 


AE. (11) <1- lezl 
[EJ lel 


læ — yli < [lel h e p (EN) | (2.7) 
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e Jeśli 0 < y < z, x 40, to 


czyli 


Przyjmując v = £z, u = x — y, gdzie 0 < u < v oraz v Æ 0, otrzymujemy inną postać 


tej nierówności 
llv = ull 


lvl 


elas ( | < |bll- ul. (2.8) 


Zauważmy, że 
ôx (E) < dm x(E) (2.9) 


dla każdego e € [0,1], gdzie ôx jest modułem wypukłości przestrzeni X. Rzeczywiście, jeśli 


DJYEX,O<y<z,||x|| <1, |y|| > £, to również ||x — y|| < 1. Ponadto 


c + (z — 
SACD) fe- H> tea 
przy czym |z — (x — y)|| = |ly|| > e, więc 
c + (z — 
dx(e) 4<1— = <1- |z- yll 


i wobec dowolności z, y dostajemy nierówność (2.9). Z (2.9) wynika w szczególności, że jeżeli 


krata X jest jednostajnie wypukła, to X jest jednostajnie monotoniczna (por. [38]). 

Przykład 2.2.1. Niech 1 < p < œ i X oznacza kratę L”([0,1]) albo P. Wtedy 
Śnx(E)=1-(1-e7)> 

dla każdego e € [0,1] (patrz [23]). 


Następujący przykład pokazuje, że moduł monotoniczności nie musi być funkcją wypukłą. 


Przykład 2.2.2 ([50]). Rozważmy kratę X = R° z normą 


4 3 
le = max (|a| + Eleal, jen + [eal (2.10) 


gdzie x = (z1, £2). 

Sfera jednostkowa S(X) przestrzeni X z tą normą jest ośmiokątem o wierzchołkach w 
punktach (+1,0), (0,1) i (+3, +4). 

Dodatnia część sfery jednostkowej S(X) składa sie z dwóch odcinków: s; o końcach 
(0,1), (ż, 3) oraz Sz o końcach (ż, 3), (1,0), które tworzą wykres funkcji 


. 3 9 
61(11) = min {1 — ges ą(1 — rs) 
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(rys. 2.1). Funkcja odwrotna wyraza sie wzorem 


l 4 8 
ô2(z2) = min {1 — 972 3( — z) | 


zı 


Rys. 2.1: Sfera jednostkowa przestrzeni X = R? z normą zdefiniowaną wzorem (2.10). 


Mamy ðm, x(€) = 1 — max ||x — y||, gdzie maksimum bierzemy po wszystkich punktach 
x = (11,02), Y = (y1, Y2) takich, że 0 < y < z, ||y|| = oraz ||x|| = 1. Jeśli punkt y przebiega 
odcinek £s2, to norma różnicy ||z — y|| osiąga swoją maksymalną wartość dla y = (e, 0) oraz 
x = (e,0,(e)). Dla tych punktów ||xr—yl|| = ô (£). Analogicznie, jeśli punkt y przebiega odcinek 
Esą, to maksymalna wartość ||1 —y|| jest równa ô2(€). Stąd ôm, x (€) = minf1—0(e), 1—de(e)} 
lub dokładniej 
E, jeśli  € 0, 2) 
oe 4e— >, jeślis € E >) 
GE, jeśli € € f 3) 
| 


8 5 tars [3 
RE — 3; jeśli c € FL 


co pokazuje, że dm,x nie jest funkcją wypukłą (rys. 2.2). 


å 


T2 


ele cole 
pae 


- 
- 
- 
- 
- 
e” 
- 


Rys. 2.2: Moduł monotoniczności óm, x przestrzeni X = R° z normą zdefiniowaną wzorem 


(2.10). 


Ponieważ, w ogólnym przypadku funkcja ôm, x nie musi być wypukła, w sposób naturalny 
pojawia się pytanie o ciągłość tej funkcji. Odpowiedź na to pytanie jest twierdząca: funkcja 
Om,x jest ciągła w przedziale [0, 1). Aby to wykazać, wystarczy przedstawić funkcję bm,x jako 
infimum rodziny funkcji wypukłych. 


Dla kraty Banacha X i danych u,v € S(X,), u Æ v oraz e € [0,1), niech 
buv(€) = 1 — maxfs € (0,1]: ||eu + sv|| < 1}. 
Wtedy 61. jest funkcją wypukłą na [0, 1) oraz 
Om,x(€) = inffó,„(e) : u,v E S(X+)} (2.11) 


dla każdego e € [0, 1). 
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Z (2.11) wnioskujemy, ze 


[ôm x(€1) = bm,x (E2)| < lex = 2) 


l-a 
dla wszystkich €1,€2 € [0,a], gdzie a < 1, co w szczególności pokazuje, że ôm,x jest ciągła w 
przedziale [0, 1). 


Z jednostajną monotonicznością związany jest następujący współczynnik. 
Definicja 2.2.4. Charakterystyką monotoniczności kraty X nazywamy stałą 
Eom(X) = supłe € [0,1] : óm,x(e) = 0) = inf{e € [0,1] : ó„ x(e) > 0). 
Krata Banacha X jest jednostajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy €0m(X) = 0. 
Twierdzenie 2.2.1 ([23]). Dla dowolnej kraty Banacha X zachodzi następująca równość 
Eom(X) = 1 — ôm x (17), 
gdzie ôm, x (17) = lims—1- m,x (€). Ponadto 
ôm x(1— ôm x£) =1-—e 
dla dowolnego e € (Eo m(X), 1), jeśli €om(X) < 1. 


Innym modułem związanym z monotonicznością kraty Banacha X jest funkcja ox zdefi- 
niowana jako 


ox(e) = inff|z ry|| -1 : x,y € X+, |z||=1, |y|| = e) (2.12) 


dla e e [0,1]. 

Funkcja ox jest nieujemna, niemalejąca i ciągła w przedziale [0, oo). Ponadto warunki 
||| = 1, |y|| = e w definicji cy(e) mogą być zastąpione przez ||x|| > 1 oraz |ly|| > e. 

W [38] podano wzór opisujący zależność pomiędzy modułami monotoniczności bmx i ox. 
Wzór ten nie jest jednak prawdziwy. W poniższym twierdzeniu podajemy wzory przedsta- 


wiające zależności między tymi modułami. 


Twierdzenie 2.2.2 ([49|). Niech X będzie kratą Banacha. Wówczas dla każdego e € [0, 1) 


zachodzą równości 


ims ( 3 J= axle) (2.13) 


m 1+0oyx(e) 


oraz 


Om x(e) 
: 2.14 
= = x(e) 5)- 1 — bm,x(E) Co 
Dowód. Niech ôm x(€) = ôm x(€) dla e € (0,1) oraz niech ôm x(1) = lime1_ dm,x(€). Dla 


danych £ > 0iy > 0, niech z, y > O będą elementami kraty X, dla których ||z|| = 1, ||y|| = £ 
oraz 


|: + y| - 1 < ox(e) +7. 


Połóżmy u = |z +y|| (æ +y) oraz v = |a+y|| ty. Oczywiście |u|] = 1, u > v > Oi 
lvl] > (| +ox(e) +7) 'e. Stąd, 


Ę 
1 — llu — v|| > nx |————]. 
| | 7 „X (sss) 


_le+yl-1  ox()+7 
ety) © T+ox() 


Z drugiej strony 


Stąd dostajemy 


E | SPOFA 


Om = . 
X (rr 1+0x(e) 


Przechodząc do granicy z y + 0 otrzymujemy 


im ( = )< axle) (2.15) 


1+oyx(e) 1+oyx(e) 


dla każdego e > 0. Dla e e (0,1) dostaniemy więc nierówność < w (2.13). 
Przejdźmy teraz do wzoru (2.14). Zauważmy, że jeśli e € (0,1), to ómx(e) < e < 1. Dla 
2 


danego y > 0 wybierzmy z,y € X w taki sposób, aby 0 < y <S z, ||x|| < 1, ||y|| > © oraz 


1— |lz — yl] < mx (E) + 7. 


Wtedy y Æ z i zdefiniujmy elementy u i v jako: u = ||x — yl|7 (æ — y) oraz v = |la — yl|7ty 


Oczywiście u,v > 0, |/ul| = 1 oraz ||v|| > (1 — ôm x(€)) 'e. Zatem 


€ 
—12 — |. 
Ju + ol x (5) 


1-|6yl| < ómx(e) +7 
R" 1 
jezy] ` T- imt) 


Z drugiej strony 
lu + v|| -1 = 


co daje nam nierówność 


E Ôm x (E€) + 
ala )< xe) +7 


m,X (e) ds Om,X (e) 
Po przejściu do granicy z y + 0 otrzymujemy 
E Ôm x (€) 
< : 2.16 
a Ę = <5) Teana) (ae 


dla każdego e € [0, 1). Pozostała część dowodu jest analogiczna do dowodu twierdzenia 1.3.4, 


więc ją pomijamy. 


Powyższe twierdzenie pokazuje, że X jest jednostajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy, 


gdy ox(e) > O dla wszystkich e > 0. Ponadto 
Eo,m(X) = supie € [0,1] : ay(e) = 0}. 


Własność dualna do jednostajnej monotoniczności to porządkowa jednostajna gładkość. 
Definiujemy ją przy pomocy modułu porządkowej gładkości, który został wprowadzony w 


[38]. 


Definicja 2.2.5. Modułem porządkowej gładkości kraty Banacha X nazywamy funkcję pm,x 


zdefiniowaną jako 
Pm,x(T) = sup{||z V ry|| — 1: z,y € B(X), x,y > 0) 


dla 7 € [0,1]. Mówimy, że krata X jest porządkowo jednostajnie gładka, jeśli 


lim Pm X(T) 
T—>0 Te 


=0. (2.17) 


Zauważmy, że pm,x jest funkcją wypukłą (por. [38]) i granica we wzorze (2.17) jest pra- 


wostronną pochodną pm,x W zerze. 


Przykład 2.2.3. Niech 1 < p < œ i X oznacza kratę L?([0,1]) albo (P. Wtedy 
Pr.x(7) = (+77)? —1 


dla każdego 7 € [0,1]. 
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Korzystajac z rownosci 


1 
zvy=z(zty+|eyl) 


stwierdzamy, że 
Pm,x(T) < px(7) 


dla każdego 7 € [0,1], gdzie px jest modułem gładkości kraty X. Stąd, jeśli X jest jedno- 
stajnie gładka, to X jest porządkowo jednostajnie gładka (por. [38]). 


Następujące twierdzenie pokazuje związki rozważanych współczynników z p-oszacowaniami. 
Twierdzenie 2.2.3 ([6|). Niech X będzie kratą Banacha. 

1) Jeśli pm x(1) < 1, to X spełnia górne p-oszacowanie dla pewnego p € (1,0). 

2) Jeśli Egm(X) < 1, to X spełnia dolne q-oszacowanie dla pewnego q € (1, 00). 


Moduł porządkowej jednostajnej gładkości pm,x kraty Banacha X jest ściśle związany z 
kątem Riesza, który został wprowadzony przez J. M. Borweina i B. Simsa w [9] jako narzędzie 


w dowodzie twierdzenia o punkcie stałym dla odwzorowań nieoddalających. 
Definicja 2.2.6. Kątem Riesza kraty X nazywamy współczynnik a(X) zdefiniowany jako 
a(X) = pmx(1) + 1 =supi|zVy| :z,y€ B(X), x,y > Of. 


Mamy 1 < a(X) < 2. 


W [57] pokazano, że jeśli krata X jest o-porządkowo zupełna, to 
a(X) =sup{||z V yl| : x,y E€ B(X), z,y 20, crAy =O}. (2.18) 
Twierdzenie 2.2.4 ([49]). Niech X będzie o-porządkowo zupełną kratą Banacha i niech 
m = inf{||z +yl| : x,y E S(X), zyż0, zAy=0). 


Wówczas A 
{= ox(1)}) (1+0x(1)), 


gdzie ox jest modułem zdefiniowanym wzorem (2.12). W konsekwencji warunek ox(1) = 0 


1 
1+0ox(1)<m< (max (5, 


jest równoważny równości m = 1. 
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Dowód. Zauważmy, że prawdziwe sa nierówności: 1+oax(1) < m oraz m < 2 < 2(1+0x(1)). 


Stąd wystarczy jedynie wykazać, że jeśli 1 — ox(1) > 3 (czyli, jeśli oxy(1) < 


5 ), to spełniona 


1 
2 
jest nierówność 
1+ox(1) 
~ 1—ox(1)) 


Niech będzie dana stała y € (0, 3). Niech x,y > 0 będą elementami sfery jednostkowej S(X), 


(2.19) 


dla których |z +y|| < ox(1)+1-+y. Niech ponadto u = z — z ^y. Wtedy uA(y—xAy) =0, 
więc 
P.(y) — Pula Ay) = PY — z Ay) =0. 


Stąd P (y) = Pu(aAy) Sz Ay K< ziw konsekwencji 


Qula +y) =£ +y- Plx) — Puly) 2 y- r. 


Z powyższej nierówności dostajemy £ + y + Q,(x + y) > 2y, co daje oszacowanie 


2 = 2|jyll < ]Qulx + y)|l + lle + yll. 


To pokazuje, ze ||Qu(£ + y)|| > 2— læ + yll. 
Następnie mamy 0 = Qulu) = Qu(z)-Qu(zAy), wiec Qul) = Qu(rAy) < y. Korzystając 
z powyższej argumentacji dostajemy ||P,,(x + y)|| > 2 — ||z +y||. W konsekwencji 


Pitty) , Quiety |< lx ry 2 L+exQ) +7 
„e+yj|| WQule+y)I] 2-le+yll 1-0x0)-7 


Przechodząc do granicy z y 0, otrzymujemy (2.19), co kończy dowód naszego twierdzenia. 


Następne twierdzenie pokazuje, że porządkowa jednostajna gładkość jest dualna do jed- 


nostajnej monotoniczności. 
Twierdzenie 2.2.5. Niech X będzie kratą Banacha. Wówczas 
Pm,x*(T) = sup{eT — ôm x(£€):0 <e < 1} (2.20) 


oraz 
Pm,x(T) = sup{ET — ôm, x (€):0 <e < 1} (2.21) 


dla każdego T € [0,1]. 
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Dowód. Podamy dowód wzoru (2.20). W dowodzie skorzystamy ze wzoru (2.3) na supremum 


funkcjonałów. Mamy 


Pm,x*(r) = sup f|je* V ry*|| - 1: 2*,y* € S(X3)) 


sup Ta Vary ea 1: ey € S(XJ) x E€ S(X4)} 

= sup {(a*(a — u) + ry'(u)) — 1: 2*,y* € S(X4),0 < u < z, liell = 1} 
= sup {(||x — ull + rlļull) -1 : 0 < u < z, lel] = 1} 

= sup {re + (||x — u|| — 1) : e € [0,1],0 < u < z, ||| = 1, llul] = £} 


= sup (TE — ôm,x (€) : € € [0,1]). 


Dowód wzoru (2.21) jest analogiczny. 


Z powyższego twierdzenia otrzymujemy następujący wniosek. 
Wniosek 2.2.1. Niech X bedzie kratą Banacha X. Wtedy 


1) X jest jednostajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy X* jest porządkowo jedno- 
stajnie gładka. 


2) X* jest jednostajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy X jest porządkowo jedno- 
stajnie gładka. 


Wzór (2.20) jest częścią twierdzenia 3 z pracy [38]. W twierdzeniu tym znajduje się też 
równość (d) powstała przez zamianę rolami funkcji p i we wzorze (2.21). Nie jest ona jednak 
prawdziwa, gdyż wynikałoby z niej, że óm.x jest funkcją wypukłą, a tak być nie musi (patrz 
przykład 2.2.2). 

Twierdzenie 3 [38] zawiera także wzory pokazujące, że moduły kraty podwójnie sprzężonej 


X** są równe modułom kraty X: 
ôm, x= (E€) = mx (€), (2.22) 
Pmx*(T) = Pm, x (T). (2.23) 
dla dowolnych ¢,7 € [0,1]. Dowód wzoru (2.22) opiera się jednak na błędnej równości (d) z 
twierdzenia 3 [38]. 


Poprawny dowód wzoru (2.22) (oraz (2.23)) można otrzymać korzystając z następujących 


twierdzeń, z których pierwsze jest zasadą lokalnej refleksywności dla krat. 
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Twierdzenie 2.2.6 ([5]). Niech X będzie kratą Banacha. Dla dowolnej skończenie wymia- 
rowej podkraty Y kraty X** i dowolnego y > 0 istnieje kratowy izomorfizm T : Y — X taki, 
że max{||T'||, |T} < 1 +7. 


Twierdzenie 2.2.7 ([46]). Niech X będzie porządkowo zupełną kratą Banacha. Dla dowolnej 
skończenie wymiarowej podprzestrzeni E kraty X i dowolnego y > 0 istnieje podkrata Z kraty 


X zawierająca E, skończenie wymiarowa podkrata Y € Z oraz dodatnia projekcja liniowa 


P:Z—Z taka, że P(Z) =Y i |Pz — z|| < y||z|| dla każdego z € E. 


Oczywiście Om x«(€) < dm.x(e), więc dla wykazania wzoru (2.22) wystarczy sprawdzić, 
ŻE Om x(E) < bm,x*«(€). W tym celu bierzemy dowolne elementy O<y*<u* w X**, dla 
których ||a**|| = 1 i |ly**|| = e. Niech Æ będzie podprzestrzenią przestrzeni X** rozpiętą 
na wektorach z**,y**. Ponieważ krata X** jest porządkowo zupełna, więc dla dowolnego 
yE (0, 2), korzystając z twierdzenia 2.2.7 otrzymujemy podkratę Z kraty X** zawierającą 
E, skończenie wymiarowa podkrate Y C Z oraz dodatnią projekcję liniową P : Z > Z 
taką, że P(Z) = Y i ||Pz** — z**|| < yllz*|| dla każdego z** € E. Ponadto, zgodnie z 
twierdzeniem 2.2.6 istnieje kratowy izomorfizm T : Y — X taki, że max{ ||T||, Tt} < 1+7. 

Przyjmujemy 1 = T(Px**), y = T(Py**). Wtedy z,y€ X i0 < y < z. Ponadto 

lel] IZIP s atp le = +7)’. 
Następnie 
(1+ )llyll > IT yl = Py" > a- llull = E0- 7), 
czyli ||y|| > 177€- Podobnie 
Ly ja” 


a RRS: 
l — li> alle 


=y 
Stąd i z nierówności (2.7) otrzymujemy 
re =y" < lel h n M SED, ( Hi =") | 
co w granicy przy y > 0 daje ||z** — y**|| < 1— 6 x(e), czyli 
bm,x(€) <1 — || —y"||. 
Wobec dowolności «**, y** dostajemy ostatecznie nierówność bmx (€) < ôm, x+ (€). 
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Wniosek 2.2.2 ([38]). Niech X będzie kratą Banacha X. Krata X jest jednostajnie mo- 
notoniczna (porządkowo jednostajnie gładka) wtedy i tylko wtedy, gdy X** jest jednostajnie 


monotoniczna (porządkowo jednostajnie gładka). 


2.3 Jednostajna niekwadratowość w kratach Banacha 


Jeśli || - || jest normą absolutną w R?, to kula jednostkowa jest symetryczna względem obu 
osi. Zatem przestrzeń (R?, || - ||) nie jest niekwadratowa jedynie w dwóch przypadkach: 
||£1e1 + L2e2|| = maxf|27|||e1||, |£2|||e2|| 7 


dla dowolnych 14,1» € R albo 


[116 + 22E2|| = |21|||ex|| + 22l||e2|| 


dla dowolnych 21,72 € R, gdzie e1, e> jest standardową bazą R?. W [20] P. Dowling i S. Sa- 


ejung wykazali, że ten prosty fakt ma swój trójwymiarowy odpowiednik. Ich argumentacja 


daje następującą charakteryzację niekwadratowości w R. 


Twierdzenie 2.3.1 ({20]). Niech X będzie kratą R? wyposażoną w normę absolutną ||: ||. 


Wówczas następujące warunki są równoważne: 
1) X jest niekwadratowa. 
2) 1< ||r +y|| <2 dla wszystkich rozłącznych wektorów x,y € S(X). 


W warunku 2) wystarczy rozważać tylko dodatnie wektory x,y. Stąd, z (2.18) i z twier- 
dzenia 2.2.4 wynika, że warunek 2) jest równoważny temu, że €om(X) < lia(X) < 2, co 
daje nam taką samą sytuację, jak w przypadku dwuwymiarowym. 

W poniższym przykładzie pokazujemy, że warunek 2) w twierdzeniu 2.3.1 nie implikuje 


jednostajnej niekwadratowości dla krat o wymiarze większym niż 3. 
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Przykład 2.3.1 ([49]). Dla z = (21,22, 13,14) € R* oznaczamy 


1 
pi(a) = 5({eal + lez); 
2 1 
pa(a) = = max{ [ni], |z2l} + z(lesl + zal); 
4 2 1 
ps(z) = z maxc{ = max{jeı], keel), 5(leal + lea) }, 


1 
palz) = 2 max |13|, |c4|). 


Niech X będzie przestrzenią R* wyposażoną w normę absolutną zdefiniowaną wzorem 


|||] = maxfp: (©), pa(z), p3(x), pa(x)}. (2.24) 
Zauważmy, że jeśli z € B(X), to 
2 1 3 
max| = max ta], al}, z(lesl + hal) } < 3. (2.25) 


Ponadto, dla wszystkich nieujemnych wektorów z = (x1, £2, £3, %4) oraz y = (Y1, Y2, Y3, Y4) 


mamy 


1 
le + yl > (01 +22 Ty + ya) (2.26) 


oraz 


2 1 
le + yl] > z max{z1, £2, y1, Y2} + z(03 + 4 + ys + ya). (2.27) 
Udowodnimy, że jeśli x,y € S(X) sa nieujemne i rozłączne, to 


EEEE (2.28) 
Ea ees a i 


W celu udowodnienia lewej nierówności rozważmy wszystkie możliwe przypadki, w któ- 
rych ||z|| i ||y|| sa dane za pomocą jednego z czterech wyrażeń we wzorze (2.24). Z faktu, 
że © oraz y są rozłączne, wynika, że pewne przypadki nie są możliwe. Rzeczywiście, gdyby 
lz|| = pi(x) i |ly|| = pi(y), wówczas jedna z dwóch początkowych współrzędnych wektorów 
x,y byłaby równa 2, co jest sprzeczne z (2.25). Podobnie, nie jest możliwe, aby jedna z norm 
|| i ||y|| była dana za pomocą funkcji py, zaś druga za pomocą pa. W konsekwencji wystar- 


czy rozważać jedynie poniższe przypadki. 
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Przypadek I. Niech ||x|| = p2(2) i |y|| = po(y). Wtedy 1 = ||z|| = 3 max{z1, 19) + 3(03-+ 24) 
i z (2.25) dostajemy 3(13 + 14) > 4. Stąd wzór (2.27) implikuje ||z + y|| > 3. 

Przypadek II. Norma |z|| lub ||y|| osiągnięte są dla funkcji py. Załóżmy, że 1 = |ly|| = 
5 max{ys, ya}. Wtedy z (2.27) dostajemy 


2 1 
le + yll > z max{z1, £2} + z(%3 + 24) 1 


Jeśli 1 = ||x|| =  max{z1, 12) + 3(x3 + 24), to |la + y|| > 3. Jeśli ||z|| osiągnięta jest dla ps 
lub pa, to max{x1, 12) > 1 lub x3 + x4 > 2, więc ||x +y|| > 3. 
Przypadek III. Jedna z norm |z|| i ||y|| jest dana za pomocą p3, a druga nie jest dana za 
pomocą p4. Załóżmy, że ||x| = p(x). Jeśli ¿(£3 + 14) = 4, to podobnie jak w przypadku II, 
otrzymujemy |x + y|| > i. 

Załóżmy teraz, że  maxf11,%2) = 4. Jeśli ||y|| = pi(y), to $(y + y2) = 1, więc z (2.26) 


otrzymujemy | + y|| > 22. Nierówność (2.26) daje nam ponadto 


9 1 
f > f , 2.29 
r +v| > + zm (2.29) 


gdzie m = max{y;, y2}. Załóżmy, że |ly|| = pə(y). Wtedy 1 = |ly|| = 3m + 3(y3 + ya) lub 


1 = ||yl| = 3 max{źm, 5 (Y3 + y4)}. W pierwszym przypadku z (2.27) otrzymujemy 
"2 
lx tu > 4 - Zm. 


co razem z (2.29) implikuje, że |x +y|| > 4. 


Jeśli 1 = |y|| = 3 max{2m, 3(y3 + y4)}, to albo m = 2 i (2.29) implikuje, ze |x +y|| > $, 
albo y3 + y4 = 4. W ostatnim przypadku z (2.27) wynika, że ||a + y|| > 3. 

W celu udowodnienia prawej nierówności w (2.28) połóżmy z = z + y. Mamy z, = z, dla 
i € suppz oraz z; = yi dla i € suppy. Z (2.25) otrzymujemy z; < 2 dla 4 = 1,2. Ponadto, 
zi <2dla i = 3,4. Rozważymy wszystkie przypadki, w których norma ||z|| jest dana przez 
jedną z czterech funkcji w definicji (2.24). Jeśli ||z|| = pi(z), to ||z|| < 2. 

Załóżmy, że ||ż|| = po(ż). Możemy przyjąć, ze maxf2y, z2} = max{ z1, z2}. Jeśli z3 = x3, to 
|z|| < |z| + 424 < 3. To samo oszacowanie ma miejsce w przypadku, gdy 24 = x4. Załóżmy 


teraz, że z; = y; dla i = 3,4. Wtedy 


NI w 


2 1 
|z|] < z max{z1, £2} + 3 (Ys + y4) S 
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Jeśli |z| = § max{z, zo}, to ||z|| < 1, a jeśli ||z|| = (ys + ya), to ||z|| < 4. W końcu, 
jeśli ||z|| = pa(z), to ||z|| < 1. 

Oszacowania (2.28) pokazują, że przestrzeń X spełnia warunek 2) z twierdzenia 2.3.1. 
Ale przyjmując z = (1,1,1,0) i y = (1,—1,0,1), stwierdzamy, że ||z|| = 1 = ||y|| oraz 


|z + y|| = 2= |x — y||, więc przestrzeń X nie jest niekwadratowa. 
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Rozdział 3 


Geometryczne własności sum prostych 


przestrzeni Banacha 


3.1 Konstrukcja i podstawowe własności sumy prostej 


Niech I będzie niepustym zbiorem indeksów, a Map(/, R) przestrzenią wszystkich funkcji z I 


do R ze standardowymi operacjami i porządkiem. Dla zbioru A C J, symbolem 14 oznaczamy 


funkcję charakterystyczną zbioru A. Ponadto, niech A' = I \ A. 
W ogólnej konstrukcji sumy prostej przestrzeni Banacha korzystamy z przestrzeni Æ, 


które nazywać będziemy przestrzeniami bazowymi. 


Definicja 3.1.1. Przestrzenią bazową nazywamy rzeczywistą przestrzeń Banacha E, która 


jest liniową podprzestrzenią przestrzeni Map(/, R) i spełnia następujące założenie monoto- 


niczności: jeśli f € E, g E€ Map(/,R) i |g| < |f|, to g € E oraz |lg|lz < ||f lz. 


Powyższy warunek implikuje w szczególności, że jeśli istnieje funkcja f € E taka, że 


flio 0 dla danego ły € J, to lra € E. W konsekwencji bez zmniejszenia ogólności 
{io} 


będziemy zakładać, ze wszystkie funkcje f € Map(/,R) o skończonych nośnikach supp f 
należą do Æ. Ponadto, zakładamy, ze ||14; ||p = 1 dla każdego i € J. 

Przestrzeń bazowa EF jest kratą Banacha. Przez Ło oznaczamy domknięcie liniowej pod- 
przestrzeni rozpiętej przez wszystkie funkcje 144, gdzie 7 € I. Zauważmy, że jeśli © = Eo, 


to dla każdego x € E i dla każdego y > 0 istnieje skończony zbiór A C suppz taki, że 
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lz — Latlle <7. 


Definicja 3.1.2. Niech E będzie przestrzenią bazową nad zbiorem indeksów J. Niech ponadto 
4X;bier będzie rodziną przestrzeni Banacha. Sumę prostą Y = (er Xi), definiujemy jako 


przestrzeń wszystkich funkcji 


x = {x(i) fier € [[%. 


i€l 
gdzie x(i) € X, dla każdego i € I tak, ze |x] € FE, gdzie |x] (i) = ||z(ż)|| dla ¿ € I (patrz [15, 


str. 5|). Przestrzeń Y wyposażamy w normę daną wzorem 


Ie = Lele. 


Tak skonstruowana przestrzeń (Y, || - ||) jest przestrzenią Banacha. 
W dowodach niektórych wyników z dalszej części pracy będzie użyteczna następująca 


uwaga. 


Uwaga 3.1.1. Niech Y = (Xe, X,)„ będzie sumą prostą, a Io C I będzie zbiorem skończo- 


nym. Załóżmy, ze dla ciągu (x,) w Y dla każdego i € Io istnieje granica 


ś(i) = lim ||zn(ż)||. 


n— o0 


Wtedy 
im |x| — Illo + Uz lenl ll] = 0. 


n— o0 


Stąd, jeśli istnieje granica lim„p—oo ||£nll, to 
fm el = lim 48 + inlra] 


Poniżej przedstawiamy przykłady przestrzeni bazowych Æ, które występują w konstruk- 


cjach standardowych sum prostych. 


Przykład 3.1.1. 


1. W konstrukcji skończonej sumy prostej występuje przestrzeń E = R” z normą absolut- 


ną. 
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2. Kolejnym przykładem przestrzeni bazowej E jest przestrzeń z bezwarunkową bazą, 
której bezwarunkowa stała jest równa 1. W standardowym przypadku J = N, a wektor 
x € E identyfikujemy z ciągiem jego współrzędnych. W ogólnym przypadku funkcje 
ly tworzą uogólnioną (niekoniecznie przeliczalną) bezwarunkową bazę przestrzeni Eo 


z bezwarunkową stałą równą 1. 


3. Dla nieskończonego zbioru I i 1 < p < œ, E=P(I) jest przestrzenią bazową. W tym 
przypadku E = By. Dla I = N ta przestrzeń bazowa daje standardową przeliczalną 


I? -sumę prostą. 


4. Dla nieskończonego zbioru / przestrzenią bazową jest także przestrzeń E = 1°(J) 


wszystkich ograniczonych funkcji f : I > R z normą ||f|| = supe, |f|. Wówczas 


Eo = co(1). 


Twierdzenie 3.1.1 ([49|). Jeśli przestrzeń bazowa E spełnia dolne p-oszacowanie dla pew- 
nego p € (1,00), to E = Ep. 

Dowód. Niech x € E posiada nieskończony nośnik. Z dolnego p-oszacowania wynika, ze dla 
każdego a > 0 zbiór A, = {i € I: |x(i)| > a} jest co najwyżej skończony. Rzeczywiście, 
jeśli założymy, że tak nie jest, wówczas możemy znaleźć a > 0 takie, że dla każdego n € N 
istnieje n-elementowy zbiór A C Aa. Wówczas 


| w(i) 


iEA 


E 
P 
læl| > > aM (= Lol) > aMn”, 


iEA 


co jest sprzecznością. Dlatego też zbiór suppz jest przeliczalny i mamy suppz = {in}. 
Następnie zauważmy, że szereg >'veNT(in)l4.,) jest zbieżny. Rzeczywiście, zakładając, że 
szereg nie jest zbieżny, otrzymujemy e > 0 i ciąg (An) parami rozłącznych skończonych 
podzbiorów zbioru supp z taki, że ||zlą,|| > e dla każdego n € N. Korzystając z dolnego 


p-oszacowania, podobnie jak w pierwszej części dowodu, dochodzimy do sprzeczności. Oczy- 


wiście, © = Yen T(in)14,,), CO daje nam konkluzję, że E = Ep. 


Twierdzenie 3.1.2 ([6|). Niech X będzie kratą Banacha. Jeśli Egm(X) < 1, to X spełnia 


dolne q-oszacowanie dla pewnego q € (1,0). 
W konsekwencji otrzymujemy następujący wniosek. 


Wniosek 3.1.1. Jeśli przestrzeń bazowa E jest jednostajnie monotoniczna, to E = Ep. 
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3.2 Jednostajna wypukłość dla sum prostych 


W [21] podano relację między charakterystyką wypukłości przestrzeni Banacha X, a charak- 
terystyką wypukłości przestrzeni funkcyjnej Lebesgue' a-Bochnera L?(X). W tym rozdziale 
prezentujemy oszacowanie modułu wypukłości dla sumy prostej przestrzeni Banacha. Wy- 
nik ten daje nam ponadto oszacowanie charakterystyki wypukłości sumy prostej przestrzeni 
Banacha. W naszym dowodzie korzystamy z pewnych pomysłów z dowodu twierdzenia 9 w 


[21]. 


Twierdzenie 3.2.1 ([52]). Niech E będzie przestrzenią bazową nad zbiorem I oraz 4X; kier 
będzie rodziną przestrzeni Banacha. Oznaczmy Y = (ier Xi) gp iô = intzeróx,, gdzie dx, jest 


modułem wypukłości przestrzeni X;. Wtedy 


Srle) > sup min (556), (60) ==) -E (3.1) 


é+y<e 2 


gdzie dy 10g są modułami wypukłości przestrzeni Y i E. 


Dowód. Niech e e (0, 2] oraz niech £, y > 0 będą takie, że € + y < e. Wystarczy pokazać, że 


1- lie + lly > min Tor (50) — 2) > | (3.2) 


dla dowolnych x,y € Y spełniających warunki |z|y = ||y||y = 1 oraz ||x — y||y > e. Niech 
x = {x(i)} i y = ty(i)) będą dwoma elementami sumy prostej Y takimi, że z(i),y(i) € X; 
dla wszystkich i € I. 

Oszacowanie (3.2) jest oczywiste w przypadku, gdy ||z + y||y < 2(1—óz(6)). Załóżmy, że 
lz + ylly > 2(1 — óz(ć)). Wtedy 


2(1 — dx(€)) < Ila + ylly < [le] + Lyllle, 


co prowadzi do nierówności 


Dla dowolnego i € I połóżmy 


ZERA 
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oraz z = {z(i)}. Mamy 


lll = Iz()||x; (3.3) 
oraz 
ly) — zG)Ix, = Illul) lO [I x, 
dla każdego i € I. Stąd 
ly — zly = lly] — [elle < & (3.4) 
i w konsekwencji 
lz- zy > lz —ylly — lz — ylly > £- £. (3.5) 
Rozważmy teraz zbiór A = {i € I: ||x(z) — z(2)||x, > yliz(t)||x, | i wektory 


u := |x] — 6(y)|2]1a oraz v:= |z| 


w przestrzeni FE. Oczywiście 0 < u < v, |jul|g < 1 oraz ||v||g = 1. Ponadto ||x(i) + z(i)||x, < 


2(1—6(7))]iz(i) 


dostajemy 


x, dla wszystkich i € A. Korzystając z powyższego oszacowania oraz z (3.3) 
le + zly < [2(l2z] — 56)|2]14)||5 = ||2u||z < llu + vll. 
W konsekwencji 

1 

zle + 2lly < sl + lz <1 —dp(llu = vlla) = 1 — 2 (6(7) le] Lalle). (3.6) 
Nastepnie, korzystajac z (3.3) i (3.5) dostajemy 


e-$< |x= zly = I(x = 2)14 + (£ — 2) Laelly 


< (lel + [z])1as + ylle] laelle 


< 2|[Le]Lalle + ylally < [lle] Lalle + 7 


i stad 
E — oma 
lets > = 
Wobec (3.6) dostajemy 


zli + aly < Sl ole < 1-5: (6022). (3.7) 
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Ostatecznie, z nierówności (3.4) i (3.7) otrzymujemy 


Es ać 
le + ally < he ball + y= ey <2(1-6 (60) £ |) +6 


co rowniez daje nam oszacowanie (3.2). 


Z powyższego twierdzenia wyprowadzimy wniosek, który podaje bardziej konkretne osza- 


cowanie dla modułu wypukłości sumy prostej. 


Wniosek 3.2.1 ([52]). Przy oznaczeniach i założeniach twierdzenia 3.2.1 mamy 


sy (£) > ô (5 (5) = (3.8) 


dla kazdego e € [0,2]. W konsekwencji, jeśli E jest jednostajnie wypukła i ó(e) > 0 dla 


każdego e > 0, to suma prosta Y jest jednostajnie wypukła. 


Dowód. Dla danego e € [0,2] przyjmijmy y = 5 i$ = ôg Q (5) z). Wówczas é < £, więc 


s(n?) -Eat (0(9) 3) -E= E 


Wobec (3.1) dostajemy oszacowanie (3.8). 


Wniosek 3.2.2 ([52]). Przy oznaczeniach i założeniach twierdzenia 3.2.1, jeśli E jest jedno- 
stajnie wypukta, to 


€o(Y) < £o, (3.9) 
gdzie €o = sup{e € [0,2] : ó(e) = 0}. 


Dowód. Załóżmy, że óy(e) = 0, gdzie e € (0,2]. Weźmy y € (0,e) oraz € > 0 takie, ze 
e—€—y>0. Z (3.1) otrzymujemy 


Ów (Hy) <È. 


2 


Przechodząc do granicy z € — 0+ dostajemy 


Ś (80) 5 1) = 


i w konsekwencji ô(y) = 0. Ponieważ y < e można wziąć dowolnie bliskie e, więc otrzymujemy 


oszacowanie (3.9). 
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W [29] Guirao i Hajek pokazali, ze dla danej funkcji f : [0,2] — [0,1], spełniającej pewne 
szczególne warunki, możliwe jest skonstruowanie przestrzeni, której moduł wypukłości jest 
równoważny funkcji f. Poniższy przykład pokazuje, że dla danych a e (0,2) i 6 € [1 — 5,1), 
można skonstruować przestrzeń Y, dla której eg(Y ) = a oraz ðy (2) = 8. Ograniczenie 8 > 


1 — $ wynika z warunku (1.2). W naszej konstrukcji korzystamy z sum prostych. 


Przykład 3.2.1. Niech będą dane a € (0,2) oraz 6 € (1 = 5) 1]. Skonstruujemy przestrzeń 
Y, dla której eg(Y ) = a oraz óy(2) = 8. 


W tym celu wprowadzamy następujące oznaczenia. Dla danego p € [1,00), symbolem 


|| ||p oznaczmy normę Į” w przestrzeni R”, tj. 


1 
|e||p = (eal? + |22]?)7, 


gdzie x = (x1, £2) € R”. Następnie, połóżmy 


lello = maxq ||, |x2|}. 


Ponadto, niech Y, będzie przestrzenią R? z normą 


1 
Izl] = max ela. lillo} 


Moduł wypukłości 60) przestrzeni Y, jest równy 


© 


jeśli 0 < € < 2v — 1, 


50(e) = : 
(1 - 2-7), jeśli 2v — 1 <e <2. 


(3.10) 
t 
2 
(patrz przykład 1.1.2). 


Dla danych a € (0,2) oraz 8 € [1 —2 1], niech 0 < r < c będą takie, ze a = 2Vc? — 1 


2? 


oraz 8 = 1 — yr? — 1. Następnie, dla p € [1, oo], niech X, będzie przestrzenią R? z normą 


1 
Ill, = max {=a el») 
Zauważmy, że przestrzeń X, jest ściśle wypukła dla wszystkich p € (1,00) oraz X. pokrywa 
się z Y,, więc dx,, = 60. 


Połóżmy 


oraz 


Z = (Y; © Zi) - 


Dla p € (3,00) nierówności 


1 
lell < Mell, <2? llel 


są spełnione dla każdego x € R?. W konsekwencji ||x||_ = limp. llz||,- Następnie, 


6x,(€) 2 1 205 (i — ôx (=)) oraz óx_(e) > 1 — 95 h — dx, (=) 
2p 93 


(patrz [28], dowód twierdzenia 6.2). 


Z powyższych nierówności dostajemy 


5 (5) < 5(e) < 5(e) (3.11) 


dla każdego k > 3, gdzie 0(t) = liminf,_ „x 0x, (ż) lub ó(t) = limsup,_,., 0x, (£). 


Ponadto, 
1 
ôx, (€1) a Ox, (€2) < = rica = E2) 
dla wszystkich 0 < £2 < e, < d < 2, co implikuje, że 
A lex) < (a — &2) 
E1 €2) PE E2). 


Stąd 0 jest funkcją ciągłą i przechodząc do granicy z k > oo we wzorze (3.11), otrzymujemy 
(e) = lim 6x, (e) = öx (e) = ô? (e). 


Mamy 
€o(Z1) = supte € [0,2] : ó(e) = 0}, 


gdzie (e) = inf,>3 0x,(e). Nierówność bx, (e) > 0 jest spełniona dla każdego e > 0, co wraz z 
faktem, że istnieje granica 0(e) = lim, „x ôx, (€) implikuje, że równość ó(e) = 0 jest spełniona 


wtedy i tylko wtedy, 5(9(e) = 0(e) = 0. Stąd 
Eo(Z1) = sup{e € [0,2] : 6©(e)=0]=2yvc2-1=a. 


Następnie 
eo(Z) = supfe € [0,2] : 6(e) = 0), 
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gdzie 
5(e) = min {6 (e), 6(e)}. 
Stad 
€9(Z) = max{é0(Y,-), €0(Z1) } = max {2vr? — La) =a. 
Aby pokazać, że 6z(2) = 6, weźmy wektory z = (£o, 21) oraz y = (Yo, y1) z przestrzeni Z, 


gdzie Xo, yo € Y,, £1, Yı € Z takie, ze ||x||z = ||y||z = 1 oraz ||x — y||z = 2. Wówczas 


Nie 


2 = |æ — yllz = (leo — wolly, + lzi — mlz.) 
2 2\2 
< (izol. + gol? + (lella + Ilyillz.)?) 
< ||z + llullz = 2, 
więc w powyższych nierównościach zachodzą równości. Wobec ścisłej wypukłości przestrzeni 
euklidesowej oraz przestrzeni Z, (patrz [8, str. 185|), dostajemy równości ||tollv. = llyollv.. 


lella = lulz oraz z, = =y. Stąd ||z0—yol|v, = 2l|zo||v,, [lei +yx||z, = 0 i w konsekwencji 
1 1 
zle + yz = zlizo + golly, < |Izo|v,(1 — óy,(2)) < 1 — dy, (2). 


To pokazuje, że 
óz(2) > dy,(2) = 6 (2) = 8. 


Nierówność przeciwna jest oczywista, więc ostatecznie otrzymujemy ôz(2) = 8. 


3.3 Własności Opiala dla sum prostych 


Przestrzeń R w sposób trywialny ma własność Opiala i w poniższych przykładach traktujemy 


przestrzenie ciągów jako sumy proste kopii przestrzeni R. 
Przykład 3.3.1. 


1. Rozważmy Y = E = [°. Wówczas Eo = co Æ E i łatwo zauważyć, że Y = Į% nie ma 


słabej własności Opiala. 


2. Niech Y = E = co. Wówczas ky = E, ale ôm g(£) = 0 dla każdego e e [0,1]. Przestrzeń 


Y = © nie ma własności Opiala. 
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Przykłady te pokazują, że aby suma prosta miała słabą własność Opiala lub własność 


Opiala konieczne są dodatkowe założenia o przestrzeni bazowej Œ. 


Twierdzenie 3.3.1 ([50|). Niech E będzie przestrzenią bazową nad I taką, że Ey = Ei niech 


ŁX;kier będzie rodziną przestrzeni Banacha. Oznaczmy 


r-(5zx) - 


iEl 
1) Jeśli wszystkie przestrzenie X; mają słaba własność Opiala, to Y ma słabą własność 


Opiala. 


2) Jeśli krata E jest jednostajnie monotoniczna oraz wszystkie przestrzenie X; mają wła- 


sność Opiala, to Y ma własność Opiala. 


Dowód. Niech (z,) będzie ciągiem słabo zbieżnym do zera w Y oraz niech z € Y. Z równości 


E = Ep dostajemy, ze dla każdego y > 0 istnieje skończony zbiór /9 C supp taki, że 
lz- 1%42]| < 7. 


Przechodząc do podciągów możemy założyć, ze dla każdego i € Jp istnieją następujące gra- 


nice: 
lim |||, lim [len — zll, 
oraz 
Eli) = lim lenh, G) = lim |len(i) — z) 


Z założenia, że wszystkie przestrzenie X; mają słabą własność Opiala wynika, że nierówność 


Eli) £G(i) zachodzi dla każdego i € Ip. W konsekwencji nierówność 
Un = Ipć + 1NKlTn| < Un = LS + Una len] 
jest spełniona w E. Korzystając z uwagi 3.1.1 dostajemy 
jm |z| = lim |lualle < lim sup [valle 
= lim sup |£n — 1zz2|| 


< lim |, — || + lle — Lael 


< lim ||, — «|| +7. 
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Przechodząc do granicy z y + 0, otrzymujemy konkluzję części 1) twierdzenia. 

W celu udowodnienia części 2) załóżmy, że krata E jest jednostajnie monotoniczna oraz, 
że wszystkie przestrzenie X; mają własność Opiala. Niech (x,) będzie ciągiem słabo zbieżnym 
do zera w Y oraz niech x € Y \ {0}. Połóżmy M = |x|| + 2sup, ey ||z|| i ustalmy indeks 
io E€ suppz. Wtedy z(żo) 4 0. Dla każdego y > 0 istnieje skończony zbiór Jo C supp z taki, 
że ||£ — 1yz|| < y. Oczywiście, mamy również ||£ — 1y,z|| < y, gdzie Ip = Jo U {io}. 

W dalszej części dowodu skorzystamy z oznaczeń i założeń wprowadzonych w pierwszej 
części dowodu. Z faktu, ze (x,(i)) jest ciągiem słabo zbieżnym do zera w X; dostajemy, że 


nierówność ¢(i) > ||z(i)|| zachodzi dla każdego i € I, i stąd 
lvnlle > lasle > [Li'l] > llelo) > 0. 
Z drugiej strony 
lvalle < [Lio Tha + sup [innra] < 


Korzystając z (2.8) otrzymujemy 


Un TU 
nlle < onle = ome (EE je 
n 


1 E ; 
< [tlle one (EE Se hatio) < ale e 


gdzie c= bmp (25844) |z(żo)||. Zauważmy, że z założenia X, ma własność Opiala, więc 


C(ig) > Elio), 1 w konsekwencji c > 0. Korzystając z uwagi 3.1.1 otrzymujemy 


Jim Weall = Jim luz S lim sup ||vn||z —c 
< lim |z» — z|| + |£ — lyz|| — c 
n— Co 


< im læn -2|+7-0 
Ostatecznie, przechodząc do granicy z y + 0, dostajemy 


Jim ||| < im len — zll — c < Jim [len = all 


co daje nam konkluzję części 2). 


Zajmiemy się teraz problemem, jakie założenia gwarantują jednostajną własność Opiala 


dla sum prostych. 
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Przykład 3.3.2. Niech Y = (R@/’)z, gdzie E jest przestrzenią R? z normą maksimum. 


Przestrzenie R, I? oraz E mają jednostajną własność Opiala, ale rozważając wektory z = 


(1,0) i z, = (0,e,), gdzie (en) jest standardową bazą przestrzeni I”, widzimy, że przestrzeń 


Y nie ma jednostajnej własności Opiala. 


Powyższy przykład pokazuje, że w celu uzyskania jednostajnej własności Opiala dla sumy 
prostej niezbędne jest nałożenie silniejszego założenia na przestrzeń Æ. Będziemy zakładać, 
ze E jednostajnie monotoniczna, a kolejne twierdzenie pokazuje, że własność jednostajnej 
monotoniczności jest silniejsza niż jednostajna własność Opiala. Dowód tego twierdzenia 


pomijamy, ponieważ jest analogiczny do dowodu twierdzenia 3.4.1. 


Twierdzenie 3.3.2 ([49]). Niech E będzie przestrzenią bazową nad I taką, że Eo = E. 
Wtedy nierówność ople) < rp(e) zachodzi dla każdego e > 0. W konsekwencji jeśli E jest 


jednostajnie monotoniczna, to ma jednostajną własność Opiala. 


W dowodzie naszego wyniku dotyczącego jednostajnej własności Opiala dla sum prostych 


skorzystamy z poniższego lematu, który jest niewielką modyfikacją lematu 3 z [39]. 


Lemat 3.3.1. Niech E będzie przestrzenią bazową nad I. Niech h : [0,1] > R będzie nie- 
ujemną ograniczoną funkcją żerującą się tylko w 0. Jeśli f e B(E) ig: I — [0,1] są takie, 
że ||gf|| > e, to (ho g)f € E oraz ||(hog)/f|| > zh (5). 


Następne twierdzenie dotyczy jednostajnej własności Opiala dla sumy prostej, ale podaje 


także oszacowanie modułu sy (patrz definicja 1.3.5) dla sumy prostej Y. 


Twierdzenie 3.3.3 ([49|). Niech E będzie przestrzenią bazową nad I oraz niech 4X; kier 
będzie rodziną przestrzeni Banacha. Oznaczamy Y = (X icr Xı)g. Jeśli E jest jednostajnie 


monotoniczna oraz s(c) = infer sx,(c) > 0 dla każdego c € (0,1], to 
SARZE 
sy(0 > bma(5s(5)) > 
dla każdego c € (0,1|. W konsekwencji przestrzeń Y ma jednostajną własność Opiala. 


Dowód. Rozważmy ciąg (yn) w Y słabo zbieżny do y € Y, dla którego liminf, „a ||Yn|| < 1 


i |ly|| > c > 0. Z wniosku 3.1.1 wynika, że ky = E, więc dla dowolnego s € (0,c) istnieje 
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skończony zbiór Io C supp y taki, że ||y — yl, || < e. Możemy założyć, że istnieją następujące 
granice: 
F) = lim linli oraz dfi) = lim llnl) — v(0l 
dla każdego i € Ip. 
Zauważmy, że (yn(i)) jest słabo zbieżny do y(i) w Xi, więc f(z) > |ly(z)||. Stąd gli) = 


OW € (0, 1] dla i € Ip. Ponadto przyjmujemy f (i) = d(i) = g(t) = 0 dla i € TĄ Ip. Mamy 


Yn(i) _ yli) | | Pa 
O) 16) < fH) — sx,(g(1))) < FA) — s(9@)) F@) 


dla każdego i € Ip. Niech h, = f1% + lynl1 r. Korzystając z powyższej nierówności otrzy- 


d(i) = f(z) lim 


noo | 


mujemy 
lim inf lyn A yl| < pat I (Yn m y) li + Yn Ln ro| Te 
= lim inf |d15 + [ynl nn lle +E 
< liminf |[h, — (s 09) fliglle + €. 
Oczywiscie 


lim inf |[hn||e = lim inf |yn|| < 1 
iO < (sog)fly S hn w kracie E. Ponadto, ||gf||g = ||yli|| > ce, więc korzystając z 
lematu 3.3.1 dla h = s dostajemy 


II(s og) flilla = II(s°9)flle > ne, 


gdzie ne = Ss (S£). 
Wybierzmy podciąg (hn,.) spełniający warunek ||An,l|g < 1 + e dla każdego k e N. Z 


definicji modułu monotoniczności ôm, œ mamy 


UE 
I, = (80.9) tille < (+2) (1- öne (GES). 


W konsekwencji 


lim inf |yn — y|| < lim inf ||hn, a (sog)fln|le +e < (+e) (1 - bn ( Me )) +E. 
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Moduł m,m jest ciągły w przedziale |0,1) i z twierdzenia 1.3.3 wynika, że również funkcja s 


jest ciągła w przedziale [0, 1). Stąd możemy przejść do granicy z € + 0 dostając 


lim inf jg, — yll <1 — Sime (Ss (5)) 


co kończy dowód naszego twierdzenia. 


3.4 Współczynnik Garcii-Falseta dla sum prostych 
Przypomnijmy, że współczynnik Garcii-Falseta jest definiowany wzorem 
R(X) = swflimiaf | + zal) 


gdzie supremum jest brane po wszystkich z € B(X) i po wszystkich ciągach (x,) słabo 
zbieżnych do 0 w B(X) (patrz rozdział 1.4). Wartość współczynnika R(X) może wzrosnąć 


przy przejściu do sumy prostej, co ilustruje poniższy przykład. 


Przykład 3.4.1. Niech E będzie przestrzenią R* z normą 
|e|| = |x| + [ao], 


gdzie x = (11,12) oraz niech 


Y =(ROcoE. 


Dla wszystkich przestrzeni występujących w tej sumie prostej, tj. dla R, co oraz FE wartość 


współczynnika R(X) jest równa 1. Jednakże, rozważając element z = (1,0) oraz ciąg z, = 


(0, en), gdzie (en) jest standardową bazą przestrzeni co, dostajemy, że R(Y) = 2. 


Powyższy przykład pokazuje, że w celu uzyskania warunku R(Y) < 2 dla sumy prostej, 
musimy nałożyć silniejsze założenie na przestrzeń E. Okazuje się, że wystarczy założyć, ze 


a(E) < 2, gdzie a(E) kątem Riesza kraty FE (patrz definicja 2.2.6). 


Twierdzenie 3.4.1 (|49|). Niech E będzie przestrzenią bazową nad I taką, że Eo = E. Wtedy 
R(E) < a(B) i w konsekwencji jeśli a(E) < 2, to R(E) < 2. 
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Dowód. Niech x € B(E)i(z,) będzie ciągiem w B(E) słabo zbieznym do zera. Dla ustalonego 
e > 0 istnieje skończony zbiór Io C supp z taki, że ||r—z1;, || < e. Ciąg (£n) jest słabo zbieżny 
do 0, więc istnieje no € N takie, że ||1,15, || < e dla każdego n > no. Stąd «15, oraz zly 


są rozłącznymi wektorami w (1+ ¢)B(E), więc 
|£ + zal] < ||£1n + mlyzI| + 2e < (1+eja(E') + 2e. 
Biorąc granicę dolną względem n i przechodząc do granicy z e — 0, otrzymujemy 


lim inf ||z + xn|| < a(P). 


Powyzszy rezultat daje nam konkluzje twierdzenia. 


W dowodzie naszych wyników dotyczących wartości współczynnika R(Y) dla sum pro- 


stych korzystamy z idei przedstawionej w [7]. W szczególności, stosujemy poniższy lemat. 


Lemat 3.4.1 ([47]). Dla dowolnych niezerowych elementów x,y przestrzeni Banacha X ma- 


m 
c+ gg) eetet < lel + Iv (3.12) 
[xl * ful lvl} < | | 


W kolejnym twierdzeniu podajemy oszacowanie współczynnika Garcii-Falseta dla sum 


Jer + (2- 


prostych. 


Twierdzenie 3.4.2 ([49|). Niech E będzie przestrzenią bazową nad I taką, ze Eo = E i 
niech 4X; hier będzie rodziną przestrzeni Banacha. Oznaczamy Y = (XyerXi)e. Jeśli kąt 
Riesza a(E) kraty E spełnia warunek a(E) < 2 oraz R = sup;e, R(X,) < 2, to 


R(Y) < R(2-a(E)) + 2(a(E) —1) < 2. 
Dowód. Niech x € B(Y) oraz niech (z,) będzie ciągiem w B(Y) słabo zbieznym do zera. Dla 


danego e € (0,2 — R) istnieje skończony zbiór /, C supp z taki, że || — z1y,|| < e. Możemy 


założyć, że dla każdego i € Ip istnieje granica 


r; = lim |ez(ż)||. 


noo 
Oznaczamy J; = {i € lg: r; > 0}. Możemy założyć, że ||z,(i)|| > O oraz, że nierówność 


|; | Tn(i) 
lel lell 
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< Rte 


jest spełniona dla każdego i € J, oraz dla wszystkich n € N. Dla i € 757, mamy r; = 0, 


więc możemy założyć, że ||znl5u, || < ¢ dla wszystkich n € N. W konsekwencji otrzymujemy 
læ + eal] < rl + tall + e < ||yn]| + 2e, (3.13) 


gdzie yn = (£ + Zn)ln + zly FRL. 
Niech teraz A, = R +€ — 1. Wtedy A. € (0,1) i dla danego i € I, z (3.12) otrzymujemy 
oszacowanie 
lyn = |z() + zali) |l 
< llel] + llea] + (R + € — 2) mint ||x(2)||, lenll} (3.14) 
= (1— Az) max{ ||e(i) |), lan (IF + Ae(lkz(2)|| + [lan (ID. 


Jeśli i € TĄ I, to yn(i) = x(2) lub yp (i) = zn(i), co daje nam 


Igyn(i)|| < max{ |æ (|, fell 


< (1 = Az) max{ ||æ (8) |], henl} + Allel] len). 


(3.15) 


Z (3.13), (3.14) i (3.15) dostajemy 


lx + all < [yn + 2e 
< (1 = àe)lile] V [zs + Acll La] + Len [Ile + 2e 


EE E + 2e 


dla każdego n € N. Biorąc granicę dolną względem n i przechodząc do granicy z € — 0, 


ostatecznie otrzymujemy 


lim inf ||r + £n || < (2 — R)a(E) + 2(R — 1), 


co daje konkluzję naszego twierdzenia. 


Założenie, że Ey = E jest niezbędne w twierdzeniu 3.4.2. Rzeczywiście, dla przestrzeni 


Ie mamy R(1%) = 2, a przestrzeń 1? można uważać za sumę prostą przeliczalnie wielu kopii 


przestrzeni R. W tym przypadku X; = R, więc R(X;) = 1 dla wszystkich i € N, natomiast 


E = 1%, więc a(E) = 1. Założenie Ey = E nie jest w tym przypadku spełnione, ponieważ 


Eo = Co. 
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Rozdziat 4 


Przestrzenie interpolacyjne 


Teoria przestrzeni interpolacyjnych jest gałęzią analizy funkcjonalnej, która znalazła zasto- 
sowanie w innych obszarach analizy, w szczególności w teorii równań różniczkowych cząstko- 
wych, w teorii aproksymacji oraz w analizie numerycznej. 

W tym rozdziale prezentujemy wyniki dotyczące jednostajnej wypukłości i własności 
Opiala w przestrzeni interpolacyjnej skonstruowanej za pomocą ogólnej, dyskretnej meto- 


dy interpolacji, bazującej na abstrakcyjnej przestrzeni z bazą bezwarunkową. 


4.1 Podstawowe pojęcia i własności 


Definicja 4.1.1. Niech Xo oraz X, będą przestrzeniami Banacha. Parę X = (Xo, X1) nazy- 
wamy parą interpolacyjną, jeśli przestrzenie Xo i X, są w sposób liniowy i ciągły zanurzone 


w przestrzeń liniowo-topologiczną V. 


Niech X = (Xo, X1) będzie parą interpolacyjną. Sumę X9+X, definiujemy jako przestrzeń 
Xo+Xi=frEV:r=ax +1", x° € Xo, x! € X) z normą 


e||xo+x, = inff]je"||x + lle ll : £= 2° +a,’ € Kya! € Xj}. (4.1) 
Część wspólną Xo N Xı rozważamy z norma 


|e||xonx, = max{|la|] xo, [lal] x }- 
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Zarówno Xo + X, jak i Xo N Xı są przestrzeniami Banacha. Ponadto Xo N Xı C Xo, 
Xı C Xo+X1, gdzie inkluzje należy rozumieć jako liniowe i ciągłe zanurzenia. Możemy zatem 
zastąpić wyjściową przestrzeń liniowo-topologiczną V przez sumę Xo + X1. 

Dla danej pary interpolacyjnej X = (Xo, X1), J. Peetre wprowadził k-funkcjonał k(t, z, X) 
zdefiniowany dla wszystkich x € Xo + X i dla wszystkich t > 0 w następujący sposób: 


k(t,z, X) = inf{||z°||x, +#llz"||x,: £ =2°+2',2° € Xo, xt € Xj}. 


Dla każdego x € Xo + X1, funkcja k(:,x, X) jest wklęsła i dla każdego ustalonego t > 0, k- 


funkcjonał k(t, -, X) jest normą na przestrzeni Xo+ X1, równoważną normie (4.1). Dokładniej 
min(1, tlel xox < k(t, T, X) < max(1, t)\|z[|xo+x1 


dla wszystkich t > 0 i dla wszystkich z € Xo + Xj. 


W dalszej części pracy będziemy rozważać Xo + X, z normą 
T 
|z|» = kp(z,a,b) = inf (alek, +e k) sc = x Har, E Xo, ce Xi), (4.2) 


gdzie p € [1,00) oraz a,b > 0. Oczywiście, norma ta jest równoważna standardowej nor- 
mie (4.1). Przestrzeń Xo + X, z norma (4.2) oznaczamy symbolem 2,(X,a,b). Tego typu 
uogólnienie definicji funkcjonału k(t, z, X) było rozpatrywane np. w [32] i [44, str. 220]. 


Definicja 4.1.2. Mówimy, że para interpolacyjna X = (Xo, X) jest p-dokładna, jeśli infi- 

mum w (4.2) jest osiągnięte, tj. dla każdego z € Xo + Xj istnieją z” € Xo oraz x! € X; takie, 
że 

lll = (Plo, + llel) (4.3) 

Załóżmy, że T jest topologią dopuszczalną w ,(X, a,b). Mówimy, że para interpolacyjna 

X = (Xo, X1) jest T-domknięta, jeśli kule jednostkowe przestrzeni X, i X; są ciągowo T- 

domknięte w 2,(X,a,b) oraz przynajmniej jedna z nich jest ciągowo T-zwarta. Następujące 

twierdzenie podaje warunki dostateczne dla tego, aby para X była p-dokładna. Pierwsza 

część tego wyniku została wykazana w [17]. Druga część może zostać udowodniona w podobny 


sposób. 


Twierdzenie 4.1.1. Niech X = (Xo, X1) będzie parą interpolacyjną oraz niech p € |1, 00). 
Jeśli X jest T-domknieta lub obie przestrzenie Xo, X1 są refleksywne, to para X jest p- 
dokładna. 
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W naszych wynikach korzystamy z metody interpolacyjnej opartej na przestrzeniach z ba- 
zami bezwarunkowymi. W dalszej części pracy będziemy rozważać bazy, dla których zbiorem 
indeksów jest zbiór liczb całkowitych. 

Niech p € |1,oo) oraz niech X = (Xo, X1) będzie parą interpolacyjną. Niech Æ będzie 
przestrzenią Banacha ze znormalizowaną, bezwarunkową bazą (e;);cz, której bezwarunkowa 
stała jest równa 1. Załóżmy, że (a;);cz oraz (b;);cz Są ciągami liczb dodatnich, dla których 


Diez min{a;, b; | < oo. 


Definicja 4.1.3. Przestrzeń interpolacyjną K(X, E, (a;), (b,)) definiujemy jako przestrzeń 
wszystkich elementów x € X, + X, takich, że szereg ) ez kp (x, a, bi) e; jest zbieżny w Æ. 


Przestrzeń K (X, E, (a,), (b;)) rozważamy z normą 


lll] = Do kp(a, as, bi)e; (4.4) 
iEZ 5 
Dla normy (4.4) mamy także wzór 
1 
lell = int | (Oe + BON) ef (4.5) 
iEZ E 


gdzie infimum jest brane po wszystkich rozkładach x = 2x°(i) + z'(i), gdzie x”(i) € Xo, 
x'(i) € X, dla każdego i € Z takich, że szereg 
1 
> (elle Ok, + tle OI, )? e: 
iEZ 
jest zbieżny w E. 

Przestrzeń K,(X,E, (a;i), (b;)) z norma daną wzorem (4.4) jest przestrzenią Banacha. Rze- 
czywiście, przestrzenie >„(X ,a,b) są przestrzeniami Banacha, zaś przestrzeń interpolacyjna 
K,(X, E, (a;), (b;)) jest sumą prostą takich przestrzeni. 

Mamy 


= ee 
2 « minfa,bij||e||xo+x, < [lel 


dla każdego x € K,(X, E, (ai), (bi), gdzie ź + 5 = 1. Ponadto 


lle] < X- minfa,,b,)||2||xonxa 
iEZ 
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dla dowolnego z € Xo N X,. Nierówności te pokazują, że następujące zanurzenia 
Xo N DG = K(X, E, (ai), (b;)) CG Xo + DE] 


są ciągłe. 

Uzasadnieniem dla nazywania K,(X, E, (a;i), (b;)) przestrzenią interpolacyjną jest twier- 
dzenie o interpolacji operatorów. Niech X = (Xo, X1) oraz Y = (Yo, Yi) będą dwiema parami 
interpolacyjnymi i T : Xo + X, — Yo + Yı będzie odwzorowaniem liniowym, które działa z 
X, do Yo jako operator ograniczony o normie |T||p i z X, do Yı jako operator ograniczony 
o normie ||T||i. Wtedy operator T odwzorowuje przestrzeń K,(X, E, (ai), (b;)) w przestrzeń 
K,(Y, E, (a;i), (0;)) i jego norma na tych przestrzeniach nie przekracza max{||Z'|[o, ||Z'|1} 
(patrz [44, str. 219]). 


W szczególnym przypadku, gdy a; = e” 


oraz b; = e(97W% dla wszystkich i € Z, gdzie 
6 € (0,1), przestrzeń interpolacyjną K,(X, E, (e), aa" oznaczamy przez K,6(X, E), 
a jej normę daną wzorem (4.4) przez ||-||,,4 

W dalszej części pracy będziemy rozpatrywać bazy (e;)iez przestrzeni Æ, które spełniają 
dodatkowe założenie: istnieje stała M > 0 taka, ze 


5 QiCi+k M >» QiCi 


iEZ iEZ 


< 
E E 
dla każdego k € Z. W szczególności bazy symetryczne spełniają warunek (4.6). Przykładem 


(4.6) 


takiej bazy jest standardowa baza przestrzeni (Z). Kolejnymi przykładami są standardowe 
bazy ciągowych przestrzeni Orlicza i ciągowych przestrzeni Lorentza (patrz [43], str. 115). 
W dowodach dalszych wyników korzystamy z następującego twierdzenia. Jego dowód 


opiera się na metodzie dowodu lematu 2.g.13 z [44]. 


Twierdzenie 4.1.2 ([51|). Niech X = (Xo, X1) będzie parą interpolacyjną oraz 0 € (0,1), 
p € [1, 20). Następnie, niech E będzie przestrzenią Banacha że znormaliżowaną bazą bezwa- 


runkową (e;)icz ze stałą bezwarunkową 1, która spełnia warunek (4.6). Wówczas nierówność 
1-0 0 


C| ex?) IL xoei 


iEZ 


D M1) xe: 


1EZ 


(4.7) 


Zllpo < 


E 
gdzie Č = (1 + e18) M, zachodzi dla każdego x € Kpo(X, E) i każdego rozkładu x = £? (i) + 


E 


xi(i), gdzie x°(i) € Xo, a(t) € X1, i € Z takiego, że szeregi po prawej stronie nierówności 


są zbieżne. 
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Dowód. Niech x € Kyo(X, E) oraz niech x = x°(i) + «'(i) będzie rozkładem spełniającym 


warunki powyższego twierdzenia. Połóżmy 


oraz A; = 


= |e" le Olke: 


iEZ 


le a) bat 


iEZ 


E E 
Jeśli Ag = 0, to x°(7) = 0 dla każdego i, więc x = z'(i) dla wszystkich i, co wobec naszego 
założenia implikuje, że x = 0. Oczywiście w tym przypadku nierówność (4.7) jest spełniona. 
Możemy więc założyć, ze Ag > 0 i podobnie A, > 0. 


Wybieramy k € Z takie, że 


Dla każdego i € Z mamy rozkład x = x°(i — k) + z"(i — k), więc 


; 3 1 
elle < |DO (Pla = Kll + e6- Klik)” e: 
iEZ E 
<E llet- klixe +E elei- klae: 
1EZ E 1EZ E 
= |X ePad (i)li + Die PO |x) || x ei 
iEZ E 1EZ E 


< M(e% Ay + e" DFA) < CAL PAE, 


4.2 Jednostajna wypukłość w przestrzeniach interpola- 
cyjnych 


Podstawowy wynik dotyczący jednostajnej wypukłości w przestrzeniach interpolacyjnych zo- 
stał wykazany przez Beauzamy ego w [2] (patrz również twierdzenie 2.g.21 w [44|). Twier- 
dzenie Beauzamy ego dotyczy metody interpolacji rzeczywistej wprowadzonej przez Lionsa 
i Peetrego w [45]. Dla zespolonej metody interpolacji twierdzenie o jednostajnej wypukłości 
zostało wykazane przez Cwikela i Reisnera w [12]. 

W [14] inna, dyskretna metoda interpolacji posłużyła do znalezienia faktoryzacji opera- 


torów słabo zwartych przez przestrzenie refleksywne. Korzystając z tej metody Davis [13] 
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udowodnił, że każda jednostajnie wypukła przestrzeń z bazą bezwarunkową jest izomorficzna 
z dopełnialną podprzestrzenią jednostajnie wypukłej przestrzeni z bazą symetryczną (patrz 
również twierdzenie 3.b.2 w [43]). 


Przestrzeń U,(X,a,b) możemy rozpatrywać jako przestrzeń ilorazową sumy prostej 


(Yo@Yi)z, gdzie E jest płaszczyzną R? z 1?-norma, zaś Yo, Yı są izometryczne odpowiednio z 


Xo i X4. Jeśli obie przestrzenie Xo i Xı są jednostajnie wypukłe, to £„(X, a,b) jest jednostaj- 
nie wypukła i moduł wypukłości tej przestrzeni nie zależy od współczynników a,b. Z faktu, 
że przestrzeń interpolacyjna K,(X, E, (a;), (b,)) jest sumą prostą przestrzeni 2,(X, aj, bi) 
wynika, że K (X, E, (ai), (b;)) jest jednostajnie wypukła. 

Podamy twierdzenie o jednostajnej wypukłości przestrzeni interpolacyjnej K,g(X,E), 
które pokazuje, że jeżeli jedna z przestrzeni w parze interpolacyjnej X = (Xo, X1) jest jedno- 
stajnie wypukła, to przestrzeń interpolacyjna K,g(X,E) jest również jednostajnie wypukła. 


W dowodzie korzystamy z idei z [40]. 


Twierdzenie 4.2.1 ([52]). Niech X = (Xo, X1) będzie parą interpolacyjną, dla której co 
najmniej jedna z przestrzeni Xo, Xı jest jednostajnie wypukła. Załóżmy ponadto, że E jest 
jednostajnie wypukłą przestrzenią Banacha że znormalizowana bazą bezwarunkową (e;)icz 
ze stałą bezwarunkową 1, spełniającą warunek (4.6). Wówczas przestrzeń Kpo(X, E) jest 


jednostajnie wypukła. 


Dowód. Załóżmy, że przestrzeń Xo jest jednostajnie wypukła. Dla i € Z, przez Xo(i) ozna- 


czamy przestrzeń Xo wyposażoną w normę 
lul] = e” ullxo, 


gdzie u € Xo. Oczywiście, Xo(i) jest izometryczna z Xo i w szczególności Xo(i) jest jedno- 


stajnie wypukła, a jej moduł wypukłości jest równy 0x,. Rozważmy sumę prostą 


z= (= (Xo(i) o, | 


iEZ 
Z wniosku 3.2.1 wynika, że przestrzeń Z jest jednostajnie wypukła. 
Niech teraz x,y E€ K,g(X,E) będą elementami, dla których |x||po < 1, ||y\lpe < 1 oraz 


|c — yl|pe 2 e. Z definicji normy w przestrzeni interpolacyjnej wynika, że istnieją rozkłady 
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x = x° (i)+ xt (i) oraz y = y? (i) +yt (i) dla pewnych x°(2), y°(i) € Xo i pewnych z!(ż),y'(i) € 


X takie, że 


Sle 


>((*G|x) + (e**Ple'Alx) )” e: 


iEZ 
Oraz 


z (POl) + (E*PIFOLx)')” e 


Korzystając z twierdzenia 4.1.2, dostajemy 


E< lle — yllpo 


1-0 
< CSE le —yWllxoed} E ee- y 
iEZ E ||iEZ 
1-0 
r Y 0 
< CIX elx? — y ()||xoez -lle — yl|po 
icZ E 
1-6 
< OSE le — (i) I|xoei] 2, 
iEZ E 


gdzie C jest stałą z twierdzenia 4.1.2. Stąd 


1 


2,e*|ic* — y'(2)||xoe: 
iEZ 


Rozważmy teraz następujące elementy sumy prostej Z: 


oraz y= { (e°y?(i), e 


z = 4+(e"e'(i), e le"(Ilxi) } 


iEZ 


Wówczas |z||z < 1, |y||z < 1 oraz 


2,e e” Sg olas 


iEZ 


lz -ylz > 


E 


W konsekwencji 


1 1 
zle +vlpo < zle +7lz < 1- ôz(e1), 


co nam daje konkluzję naszego twierdzenia. 
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-Dyal ) } 


<1 
E 
<1. 
E 
6 
Olle; 
E 


& 1-0 
7 (zę) ma 
E 


iEZ 


> €1. 


4.3 Własności Opiala w przestrzeniach interpolacyjnych 


W tym rozdziale prezentujemy wyniki dotyczące własności Opiala w przestrzeni 2,(X, a,b) 
i w przestrzeni interpolacyjnej K,9(X,E). Ponadto, podajemy oszacowanie modułu sx, , 


związanego z jednostajną własnością Opiala. 


Twierdzenie 4.3.1 (|51|). Niech p € |1,oo), a,b > 0 i niech X = (Xo, X1) będzie parą 
interpolacyjną. Niech ponadto X (X ,a,b) będzie przestrzenią z normą daną wzorem (4.3) 


oraz załóżmy, że przestrzenie Xo oraz X, są refleksywne. 


1) Jeśli obie przestrzenie Xo i Xı mają słabą własność Opiala, to 2,(X,a,b) ma słabą 


własność Opiala. 


2) Jeśli obie przestrzenie Xo i X, mają własność Opiala, to >„(X,a,b) ma własność 
Opiala. 

Dowód. Podamy dowód części 1), ponieważ dowód części 2) jest analogiczny. Niech (x,) bę- 
dzie ciągiem słabo zbieżnym do x w 2,(X,a,b). Przechodząc do podciągów możemy założyć, 
że istnieją granice lim, _.a ||£nl|p oraz lime ||£n — £||p. 

Z twierdzenia 4.1.1 wynika, że dla każdego n € N istnieje rozkład z, = z) + x}, gdzie 
x? € Xo i z} € X; taki, że 

lenll = elen lt) + lez ix, 

Przechodząc do podciągów, możemy założyć, że (x*) jest słabo zbieżny do pewnego x" € X, 
oraz, że granica lim, ||cz||x, istnieje dla k = 0, 1. 

Ciąg (x*) jest słabo zbieżny do x* również w X„(X,a,b), co pokazuje, że x = 2° + zt. 
Przechodząc do podciągów kolejny raz, możemy założyć, że istnieją granice 

Jim [la —a°lx, oraz lim |r} — 2h, 

Otrzymujemy 


(m lelg = a? lim llen lli +0 lim len, 


>a? lim |æ} — °l + lim bla, — °K, 


> lim |e, — ep, 
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co kończy nasz dowód. 


Baza Schaudera (e;);ez przestrzeni Banacha EF jest ograniczenie zupełna, jeśli dla dowol- 


aiei < oo wynika, że szereg ) ;e7 Q;€; 


n 
i=—n 


nego ciągu liczbowego (a;);ez z warunku suppen |= 


jest zbieżny (por. [43, str. 9|). Załóżmy, że (e;);cz jest znormalizowaną bazą bezwarunkową, 
której bezwarunkowa stała jest równa 1 i krata Æ spełnia dolne q-oszacowanie dla pewnego 
q € (1,00). Wtedy baza (e;);ez jest ograniczenie zupełna. Rzeczywiście, gdyby tak nie było, 
to istniałoby e > 0 i ciąg (£n) parami rozłącznych elementów w E taki, że ||xzy|| > e dla 
wszystkich k € N i sup, ey IID0k=1 Vel] < co. Prowadzi to do sprzeczności z nierównością (2.4) 


w definicji dolnego q-oszacowania. Wobec twierdzenia 2.2.3 daje nam to następujący wniosek. 


Wniosek 4.3.1. Niech E będzie rzeczywistą przestrzenią Banacha że znormalizowaną, bez- 
warunkową bazą (e;)jez, której bezwarunkowa stała jest równa 1. Jeśli E jest jednostajnie 


monotoniczna, to baza (e;)icz jest ograniczenie zupełna. 


Niech E będzie przestrzenią z bazą (e;)icz- Wprowadźmy następujące oznaczenia. Dla 
danych ciągów s = (s;);cz oraz t = (t;);ez i dla danego n € N, niech 


Peet) = y ((e%s,)? + (007) Ci, 


i=—n 


Sih 


tj. P,(s,t) jest sumą częściową szeregu 
>> ((e%s,)” + (c°Dig,)P)? Ei. (4.8) 
iEZ 
Jeśli szereg (4.8) jest zbieżny w Æ, to jego sumę oznaczamy symbolem Px(s,t). Ponadto 
przyjmujemy R,(s,t) = Pz(s,t) — P,(s,t). 
Niech teraz X = (Xo, X1) będzie parą interpolacyjną. Dla danego ciągu (x*(i))iez w X*, 


gdzie k € {0,1}, wprowadzamy oznaczenie 


Lx") = (Ie*G)||x,)iez. 


Ponizsze twierdzenie podaje warunki dostateczne dla tego, aby przestrzen interpolacyjna 


Kyo(X, E) miała własność Opiala. 
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Twierdzenie 4.3.2 ([51]). Niech E będzie rzeczywistą przestrzenią Banacha ze znormali- 
zowang bazą bezwarunkową (ei)icz ze stałą bezwarunkową 1, spełniającą warunek (4.6). Za- 
łóżmy, że p € [1,0o), 6 € (0,1) oraz X = (Xo, X1) jest parą interpolacyjną taką, że Xo i 
X, są refleksywne. Jeśli E jest jednostajnie monotoniczna, obie przestrzenie Xo i X1 mają 
słabą własność Opiala oraz co najmniej jedna z przestrzeni Xo i Xı ma własność Opiala, to 


przestrzeń interpolacyjna Kpo( X, E) ma własność Opiala. 


Dowód. Załóżmy, że przestrzeń Xo ma własność Opiala. Niech (x,) będzie ciągiem w prze- 
strzeni K(X, E) słabo zbieżnym do pewnego x Æ 0. Z twierdzenia 4.1.1 wiemy, że pa- 
ra interpolacyjna X jest p-dokładna, więc dla każdego n możemy znaleźć rozkład x, = 


x? (i) + z} (i), gdzie i € Z, x? (i) € Xo, zi(i) € X, oraz ||zn||po = |Fx(lzg], lzi])|lg. Dla 


n 


1 
n 


każdego i € Z otrzymujemy ograniczone ciągi (x$(i))neN i (z1(i))neN odpowiednio w Xo 


i X, i przechodząc do podciągów, możemy założyć, że istnieją następujące słabe granice: 


0 


x(t) = w- limpo z? (i) oraz z'(i) = w-limn x z} (i). Z faktu, że Xo i X; są zanurzone w 


sposób ciągły w ©,(X,a,b) oraz z równości z, = £? (i) + z! (i) wynika, ze z = x° (i) + z'(i). 

Mamy ||Pn((2°], (lz) |z < lim infano It ||po dla każdego m, więc wobec wniosku 4.3.1 
możemy rozważać sumę P,,(|x°],|2']) € E. Korzystając z nierówności (4.7) otrzymujemy 
|| Px({ 2°], 0)||z > 0 i w konsekwencji istnieje io € Z, dla którego ||x"(io)||x, > 0. 


Następnie, dla dowolnego e > 0 wybieramy m > 49 w taki sposób, że 


|Rn(L2"1, lz'])||z < e. 


Przechodząc do podciągów, możemy założyć, że istnieją następujące granice: 


hl = ln [Olx AO = m e: (lx. 


Fo(i) = lim |26)-26|x, Fi) = lim aL) - 2x 
dla każdego i € Z, gdzie |i| < m. Następnie, połóżmy 


Założenie, że przestrzenie Xo i X; mają słabą własność Opiala implikuje, że F;,(i) < f,(1) 
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dla k = 0,1, więc 0 < Un S vn w E. Ponadto, 


lvnlle < sup [lenllpe = a, (4.9) 
nEN 
lunli > e lim |[x?(to)[lx0 > e*Pllx"(o)|lxo = 8 > 0 (4.10) 
oraz 
lon — unlle > e” (im lex (żo)||:xo — Jim, lle} (io) — a"(io)l|x. 40), (4.11) 


Korzystając z nierówności (2.8), (4.9), (4.10) oraz (4.11), otrzymujemy 


ln — vole 


lead" led. ( 
valle 


a 
Stąd 
lim inf ||un||g +d < lim inf jv, ||z, (4.12) 

gdzie d = Bóm,z (2) > 0. 

Mamy 

lun — [tn — 2] lle < ||P (Fo, Fi) — Pallen — 2°]; Len — 2*1) + Ralla’, Lele 
< ||Pn(Fo — |, — s], Fi — la, — 2 ile te. 

Ponadto 

[Pallo= lee |= lee ile 


< E (ERO = le) -20x 


i=—m 


je 4 (eV: 


co pokazuje, że limp co ||Fm(Fo — [2° — x°], Fi — |æ} — z'|])||p5 =0, a zatem 


(i) — ||z,() — z'(2)||x, 


lim sup ||v, — |£n — z|||g <S €. 
n— oo 


Stąd 


lim inf ||u,||z > liminf ||x, — £||po — E. (4.13) 
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Podobnie z nierówności 


lon — Len] lle = ||Fr(fo, fi) — Pallen l Len lle 


< 2 ((e% foi) — Ic G)||x ) że (co yy 


KA) = [len @llx, 


wynika, że lim ec ||Un — |Zn]||g = 0 i w konsekwencji 
lim inf ||,||pe = lim inf ||v,||z- (4.14) 
Z nierówności (4.12), (4.13) oraz (4.14) otrzymujemy 


lim inf ||1 ||p,e = lim inf ||v,||p > lim inf ||u||z +d 
n= noo n— oo 


> lim inf ||tn — 2||po — € + d. 
Przechodząc do granicy z e — 0 dostajemy 


lim inf ||c — £||p < lim inf [zn ||p,o — d < lim inf || ||p.o, 


co kończy dowód twierdzenia. 


W kolejnym twierdzeniu podajemy oszacowanie modułu sk,„ związanego z własnością 
Opiala dla przestrzeni interpolacyjnej K,g(X, E). W dowodzie tego twierdzenia korzystamy 


z poniższego lematu, który stanowi modyfikację lematu 3.3.1. 


Lemat 4.3.1. Załóżmy, że E jest rzeczywistą przestrzenią Banacha że znormalizowang bazą 


bezwarunkową (e;)icz ze stałą bezwarunkową równą 1, spełniającą warunek (4.6). Niech h : 


[0,1] > R będzie niemalejącą, ograniczoną funkcją zerującą się tylko w 0. Jeśli f € B(E) 
oraz g: I > [0,1] spełniają warunek ||gf||p > £, to (hog)f € E oraz |(hog)f||z > zh (5). 


Twierdzenie 4.3.3 ([51]). Niech E będzie rzeczywistą przestrzenią Banacha że znormaliżo- 
wang bazą (e;)icz ze stałą bezwarunkową równą 1, spełniającą warunek (4.6). Załóżmy, że 
p € [1,co), 6 € (0,1) oraz, że X = (Xo, X1) jest parą interpolacyjną refleksywnych przestrze- 
ni Banacha mających słabą własność Opiala. Wtedy 


SK,„o(t) > ôm, E(maxicosx, (Co); C18x1 (C1) +); (4.15) 


15 


gdzie : 

«=z(g) a=) (116 
oraz C jest stałą z nierówności (4.7). W konsekwencji, jeśli E jest jednostajnie monotoniczna 
oraz Xo lub X, ma jednostajną własność Opiala, to K„g(X,E) ma jednostajną własność 
Opiala. 

Dowód. Niech (x) będzie ciągiem w K,„o(X,E) takim, że liminf, „a ||£n||p,9 < 1 oraz (£n) 
jest słabo zbieżny do x € K,y(X,E), gdzie ||x||„o > t > 0. 

Powtarzając rozumowanie z dowodu twierdzenia 4.3.2 dla każdego n € N otrzymujemy 
rozkład 1, = x? (i) + a} (i), gdzie z? (i) € Xo, z!(i) € X, dla wszystkich i € Z, dla którego 
spełnione są następujące warunki: ||z||p.o = ||Pæ(l£?], lz; Ille, istnieją słabe granice z? (i) = 
v- limo £? (i), (i) = w-limn_xz1(i) odpowiednio w Xo I X4, z = v°(i) + z'(i) oraz 
P(le'], |2*]) € E. Mamy ||Pz([e*], [e'])||» < 1. 


Następnie, dla dowolnego y > 0, wybierzmy m € N takie, ze 
|Rn(L2°], [zle < 7. (4.17) 
Korzystajac z (4.7) dostajemy oszacowanie 
= 1-6 
t < |e|pe < Cll Po(L2°1, Olli IP00, Le Dil < C ([|Pm(L2°1, Olle + 7) (4.18) 
i podobnie 
0 
t < C (IlPa(0, le*])|+1) - (4.19) 
Przechodząc do podciągów, możemy założyć, że dla każdego i € Im = {i € Z: li| < m} 
istnieją następujące granice: 
Fl) = lim |Slx Fii) = lim |e! (x 
oraz 
fol) = lim [LO -LO AO = im |e) -rOll 


Połóżmy g,(i) = Ol jesli F,(i) > 0 oraz gz(i) = 0, jeśli F,(i) = 0 dla k = 0,1. Jeśli 


Fri)? 
Fi(i) > 0, to 
sias cbs 
coe x.( Fy(3) )) (4.20) 
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Jeśli Fy(i) = 0, to x*(i) = 0 i w konsekwencji fli) = Fy(i). 


Rozważmy teraz następujące elementy przestrzeni EF: 
v = Pm((8xp © go) Fo, (sx, © 91)F1), Un = Pm(Fo, Fi) + Rm((2>], [en])- 
Oszacowanie (4.18) daje nam nierówność 
|Fr(907,0)||E = ||Pm( Lx], 0) lle > 2co,7, (4.21) 
gdzie co = co — iy i analogicznie, 
||Pn(0, 1 Fi) |e = ||P (0, |2*])||z > 21,7, (4.22) 


gdzie cy, = c1 — 37, przy czym stałe co, cy sa dane wzorami (4.16). Zauważmy, że sx, (gx(i)) € 
[0, 1], co wynika z faktu, że X, ma słabą własność Opiala dla k = 0,1. Korzystając z (4.21), 


(4.22) oraz z lematu 4.3.1, otrzymujemy 


lvlle > maxf||Pn((sx, © go) Fo, (sx, 991)F1)||E] > dy, (4.23) 


gdzie dą = maxfcg>sx,(€04); CS x, (1,7) }- 


Stosując (4.17) i (4.20), dostajemy 


lim inf ||, — e||„o < liminf ||P fo, A) + Ra(leg — 2°], |e — 2")||e = 


< lim inf Ion — vlla + Y. 
Następnie, zauważmy, ze lim inf, ||vn||p = liminf, ec ||Tn||p,e < 1 i możemy wybrać pod- 
ciąg (Un,) taki, że 
jim [vn lle = lim inf ||vz|| s < 1. (4.25) 


n— o0 


Nierówności (2.8), (4.23), (4.24) oraz (4.25) implikują 


lim inf ||zn — 2||p,o < lim inf lun, — Vile +7 


s U 
< lim |, e h — Ôm, E (qi le) t (4.26) 
Nk 


= 1 — Óm,E(d.) + Ves 


Ostatecznie, z (4.26) dostajemy 


SK, o(t) > Ome(d) — 1. 


Przechodząc do granicy z y + 0, dostajemy konkluzję (4.15). 
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Uwaga 4.3.1. Modyfikacje dowodów twierdzeń 4.3.1, 4.3.2 oraz 4.3.3 dają analogiczne wy- 
niki dla odpowiednich własności Opiala względem topologii dopuszczalnej r w 2,(X,a,b). 
W tym przypadku założenie o tym, ze para interpolacyjna X = (Xo, X1) składa się z prze- 
strzeni refleksywnych, musi być zastąpione przez założenie, że para interpolacyjna X jest 


r-domknięta. 
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Spis rysunków 


11 


2.1 
2:2 


Sfera jednostkowa przestrzeni Y, z norma ||-|| 


Sfera jednostkowa przestrzeni X = 


Moduł monotoniczności óm, x przestrzeni X = 


R? z normą zdefiniowaną wzorem (2.10). . 


R? z normą zdefiniowaną wzo- 


TEM | 20 | yte edi as Se ee Z ow Hie tee O AN MLO PE A S A 
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